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11. EL SISTEMA
DE LOS
NUMEROS
REALES

Este cuaderno es uno de los diez nuevos
titulos que ha elaborado el National
Council of Teachers of Mathematics,
los que se suman a la serie de ocho ya
aparecidos y reimpresos varias veces en
la versién castellana,

Como cada uno de los ocho cuadernos
mencionados, el presente, el once en la
coleccién, ha sido escrito para maestros
de ensefianza elémental y media, y alum-
nos de este ultimo ciclo. Comprende la
exposicion del tema El sistema de los
nameros reales,basico en matematicas.
Este tema, como los que trata la serie,
ahora de dieciocho, se halla entre los
que el maestro necesita dominar para
tener una comprensién mas cabal de la
mateméatica que usualmente se ensefia
en esos grados. Cada cuaderno es la
introduceién a un tema, no un tratado
exhaustivo.

Los temas escogidos son especialmente
importantes para aquellos maestros que
consideran que las experiencias de
aprendizaje, transmitidas a los nifios
del ciclo elemental, deberian empezar
por el desarrollo de algunos conceptos
unificadores basicos en matematicas,
¥y para los alumnos de nivel medio y
superior que deseen comprender mas
a fondo los conceptos basicos de la
matematica, tratados en cada uno de
estos cuadernos.

Es el deseo de los autores y del NCTM
(National! Council of Teachers of
Mathematics} que esta serie de cuader-
nos pueda auxiliar tanto a los maestros
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Prélogo

Este cuaderno es uno de las diez nuevas unidades de la serie introdu-
cida cn 1964 por el Consejo Nacional de Profesores de Matematicas
(National Council of Teachers of Mathematics: NCTM). Como los ocho
prirneros cuadernos recibieron tan buena acogida —ya se han retmpreso
varias veces—, se pensdé que una extensién de los ternas tratados seria
convenicnte.

Como los primeros cuadernos {ntims. 1 al 8), las nuevas unidades se han
escrito pensando més en los profesores de escuelas primarias que en sus
alumnos. Cada cuaderno presenta la exposicién de un tema basico de las
matematicas. Los temas escogidos estin entre aquellos con los que deben
estar familiarizados los profesores de primaria para que puedan tratar con
verdadera comprension las matematicas que comdnmente se ensefian en la
escuela primaria. Los cuadernos presentan una introduccidén al tema que
tratan, no un tratamiento exhaustivo de él; el lector interesado puede es-
tudiar estos ternas con mayor profundidad en otras publicaciones.

Los temas se han escogido especialmente con el propésito de propor-
cionar material basico a aquellos profesores que creen quc las experiencias
de aprendizaje que se proporcionan a los nifios en sus primeros afios esco-
lares deben incluir una introduccién sencilla a algunos de los conceptos
unificadores centrales de la matemdiica. Muchos profesores se han encon-
trado con que su educacién profesional no los prepard para la ensefianza
de la aritmética de un modo acorde con este punto de vista, Los autores
ticnen la esperanza, al igual que la NCTM, de que esta nueva seric de
cuadernos pueda ayudar eficazmente a estos profesores, y también a otros,
y ciertamente a todas aquellas personas interesadas en mejorar la ensefianza
de las matematicas.

Los primeros titulos son los siguientes:

Cuaderno 1: Conjuntos

Cuaderno 2: Nimeros enteros

Cuaderno 3: Sistemas de numeracién para los nikmeros enteros
Cuademo 4: Algoritmos de las operaciones con nimeros enteros
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6 PROLOGO

Cuaderno 5: Nidmeros y sus factores

Cuaderno 6: Nidmeros racionales

Cuaderno 7: Sistemas de numeracién para los nidmeros racionales
Cuaderno 8: Proposiciones numéricas

Los nuevos titulos son los siguientes:

Cuaderno  9: Il sistema de los enteros

Cuaderno 10: Fi sistema de los ntimeros racionales

Cuaderno 11: El sistema de los ntimeros reales

Cuaderno 12: Ldgica

Cuaderno 13: Grdficas, relaciones y funciones

Cuaderno 14: Geometria informal

Cuaderno 15: Medida

Cuaderno 16: Recopilacidn, organizacién e interpretacion de datos
Cuaderno 17: Sugerencias para la resolucion de problemas
Cuaderno 18: Simetria, congruencia y semejanza

Se sugiere que, de ordinario, los cuadernos se lean cn el orden de los
nimeros que se les han asignado, pues, hasta cierto punto, se ha seguido
un proceso en espiral para abordar los distintos temas.

Los nuevos cuadernos comenzaron a elaborarlos, en 1966, los miembros
escritores de un grupo de verano. Los autores expresan aqui su mds sincero
agradecimiento a las siguientes personas, por haber leido parte de los ma-
nuscritos, y por sus cambios de impresiones con los autores durante la pre-
paracién de estos cuadernos: a Joseph M. Trotter, dircctor de la Iscuela de
San Luis Rey, y a Bonita Trotter, profesora de la Laurel School, ambos
del Distrito Oceanico de la Union School; a John M. Hoffman, director
de la Seccién de Recursos Educativos de la Comunidad del Departamen-
to de FEducacién del condado de San Diego; y a2 James E. Inskeep, Jr.,
profesor de educacién en el San Diego State College. Los autores se
sienten en deuda, especialmente con Alice C. Beckenbach, por su amplia
ayuda en la organizacidn y edicién del material para varios de los cua-
dernos. Expresan también su profundo agradecimiento a Elaine Barth y su
selecto grupo de mecanédgrafos por su excelente trabajo en la preparacion
del manuscrito.

El nuevo proyecto, emprendido para proseguir el trabajo del primero, lo
inicié y apadriné el Comité de Publicaciones Suplementarias de la NCTM,
bajo la presidencia de William Wooton, La NCTM, que proporcionb apoyo
financiero, hace ahora piblico su agradecimiento al grupo de autores de
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H sistema de los n(meros
reales

CUADERNO

En el cuaderno 10 de csta serie, se discutié ol sistema de los numeros
racionales. Este sistema inclula clertos sistemas numdricos previamente
investigados: el sistema de los nimeros plenos* (cuaderno 23, el sistema
de los ndmeros racionales no negativos (cuadernos 6 y 73, y ¢l sisterna de los
enteros (cuaderno 9). Vamos ahora a estudiar un sisterma atn mas amplio,
cl sistema de los nimeros reales.

Primero debemos dar una atencién especial a algunas caracteristicas
del sistema de los nimeros racionales que serdn de particular importancia
para ¢l desarrollo de nucstro estudio. Una de ellas es la notacién. Los na-
meros racionales se denotan en la mayoria de los casos por fracciones, tales
como 3/2, 5/4 y 6/8. En la {raccién 3/2, por ejemplo, el ntimero 3 en ¢l
numerador y el nGmero 2 es ¢l denominador. Otra representacién comun es
la notacién decimal, en que la posicién de un digito tiene un valor de
posicién que se usa para hacer presente la idea de que el denominador
es una potencia de diez. Escribimos asi 0.25 por 25/100 o 1/4. Recuérdese
que 2/8, 1/4 y el ndmero decimal 0.25 son todos, nombres para el mismo
niunero racional. (A menudo serd conveniente usar simplemente el término
“decimal” por el mas largo “nimcero decimal™.)

Enu cl cuaderno 7: Sistemas de numeracion para los nidmeros racionales,
se menciond un tipo extendido de representacién decimal. Es Ja notacion
decimal infinita periddica. Aqui, la palabra “infinita”, que usaremos repe-
tidamente cn este cuaderno, nos recuerda que estos decimales, al contrario
de lo que ocurre con 0.25, no tienen un Gltimo digito. Toda esta idea es de
tal importancia que la estudiaremos maés tarde detalladamente. Por cl
memento, veamos uno o dos cjemplos que nos haran recordar algunos

* En los cuadernos aunterinres, al referirnos al conjunte de nameres {0, 1, 2,
3, ...}, se empled cl nombre de nikmeros enteros, por ser este vocablo de uso mas
general en lengua espafiola. En este cuaderno, y en los subsigulentes, al referirnos
a cllos los llamaremos plenos. {Véase el cuaderno 2: Ndmeros enteros; el cuader-
no 3: Sistemas de numeracién para los nimeros enteros, y ¢l cuaderno 4: Algorit-
mos de las operaciones con niimeros enteros.)



12 INTRODUCCION

hechos: por ejemplo, entre Jas notaciones para el nimero racional denotado
por 1/3_la periédica es 0.333 ..., en donde los puntos suspensivos indican
una extensién infinita en la repeticién del digito 3. Otros ejemplos: 1/11
pueden escribirse como 0.090909 ..., y 2/9 como 0.222... .

Otra propiedad importante de los niimeros racionales es muy dificil de
formular sin una extensién mayor de nuestro estudio. Es la propiedad
de intercalacién, que nos permite usar nGmeros racionales para expresar
medidas o calculos con precisidon cada vez mayor. En realidad, todos los
calculos, todas las medidas, todos los usos practicos de los mimeros se hacen
solo con los niimeros racionales.

¢Por qué, entonces, extender el sistema de los nimeros racionales?
Debemos llevar a efecto una extensién tal con el fin de evitar un uso oscuro
¢ inexacto del lenguaje y ganar una clara visién de la relacién entre los
ntimeros y la recta numérica. Cnando hayamos efectuado esta extensién,
serd mucho mis facil hablar acerca de la posibilidad ilimitada de precisién
conceptual a la que aludiamos en ¢l pdrrafo anterior. Vamos a desarrollar
una nueva propiedad a la que llamaremos complecidn, de la que el sistema
de los niimeros racionales carece.

Sin intentar por el momento definir este concepto de complecién, consi-
deremos uno o dos ejemplos. Consideremos primero un “nfimero positive”
que cuando multiplicado por €l mismo, es decir, cuando elevado al cua-
drado, nos dé 2. Buscamos un nlimero, que representaremos por \/'2_)'
llamaremos la rafz cuadrada positiva de 2, tal que V2 X V2 = 2 y que sea
mayor que 0. Vemos a veces expresiones incxactas, como 1414, de V2.
Pero 1414 no es una raiz cuadrada de 2; es una raiz cuadrada de
1.999396, como es inmediato ver si multiplicamos 1.414 por 1.414. Mas
adelante veremos que no hay ningin nidmero racional que sea la raiz cua-
drada positiva de 2.

¢Nos daremos por vencidos y diremos que no hay ningn n@mero que
sca la rafz cuadrada positiva de 2, o inventarcmos un nuevo sistema de
nimeros en el que 2 tenga una rafz cuadrada positiva entre los nimeros
del sistema? En la antigiiedad, los griegos optaron por la primera solucién
y s¢ alejaron de la aritmética porque en este sentido resultaba incompleta.
Los matemdticos modernos optaron por la segunda solucién,

Seria posible inventar un sistema estrictamente suficiente para proveer-
nos de una raiz cuadrada positiva de 2 y satisfacer las reglas bésicas de la
aritinética. En tal sistema, resultaria que 3 ya no tenia raiz cuadrada. Ten-
driamos entonces que comenzar todo de nuevo para remediar esta situacion.
Realmente, serfa posible formular un sistema en el que todo niimero entero
positivo tuviera una rajz cuadrada positiva, pero en el que no existiera
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ningin nimero que representara la razén entre la circunferencia de un
circulo y su didmetro.

Pero veremos, sin embargo, que es perfectamente posible hacer un
trabajo compieto en el sentide de que todas las razones de cantidades
geométricas —todos Jos valores que pueden ser el resultado de medidas
conceptuales— estardn cn el sistema construido. En la préxima seccién
formularemos el procedimiento a seguir. Puede pensarse en él como un
proceso en el que “rellenamos la recta numérica”,

Al crear los nuevos nimeros, deberemos crear también definiciones para
las operaciones aritméticas con ellos -—adicidn, sustraccién, multiplicacién
y divisibn— que preserven las propiedades bésicas de estas operaciones
cuando se aplican a los nGmeros racionales. Queremos que el nuevo siste-
ma incluya a los nimeros racionales no solamente como un subconjunto,
sino también como un subsistema, en la misma forma que puede conside-
rarse que el sistema de los nimeros racionales incluye al sistema de los
enteros. {Véase ¢l cuaderno 10: El sistema de los nimeros racionales.)
Alcanzaremos esta meta definiendo las operaciones sobre los nueves nime-
ros en términos de operacioncs sobre los ndmecros racionales.

Construyamos una recta numérica del siguiente modo. Trazamos una
recta horizontal, que suponemos perfectamente derecha y absolutamente
inmune a todas las imperfecciones de]l mundo real. No sufre las irregula-
ridades del papel; no tiene hueco alguno a pesar de los espacios entre las
moléculas. Esta recta existe solamente en nuestra imaginacitn, desde
luego, pero el dibujar partes de elia nos ayudard tanto a pensar como a
comunicar informacién,

2 3 0 : 2 3 p
FIGURA 1

Sobre la recta, escogemos un punto arbitrario y lo marcamos con 0.
A la derecha de este punto, escogemos un segundo punto arbitrario y lo mar-
camos con 1. (Véase la figura 1.) Usande la distancia entre estos dos
punios como una unidad bésica, marcamos puntos adicionales a su derecha
con 2, 3, ... . Reflejamos a continuacién todo esto hacia la izquierda como
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FIGURA 2
si hubiera un espejo en 0, y sefialamos las reflexiones con -1, -2, ... . (Véase

el cuaderno 9: El sistema de los enteros.)

Un punto més, P, se ha colocado sobre la recta entre los puntos marca-
dos 3 y 4 para ilustrar nuestro siguiente concepto, la idea de expansién
decimal. El punto se obtuvo, al menos teéricamente, de cste modo: hicimos
una marca sobre la circunferencia de un circulo cuyo didmetro mide lo
mismo que la distancia entre los puntos 0 y 1 marcados sobre la recta,
Haciendo coincidir esa marca con el punto 0 de la recta, hacemos rodar
el circulo sobre la recta —sin que resbale— hasta que la marca sc encuentre
de nuevo con la recta. A este punto de contacto se le ifamé entonces P,
como sc indica en las figuras 1 y 2.

Supongamos quc subdividimos cada uno de los intervalos entre los
puntos marcados con enteros en diez intervalos congruentes mds pequefios.
Para proseguir con nuecstro cjemplo més directamente, dibujaremos el

5 o
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EL CIRCULO RODANTE 15

resultado solamentc para el segmento entre los puntos marcades 3 y 4,
como aparece en la figura 3. A medida que el trabajo prosiga, continuare-
mos concentrandonos sobre intervalos que contengan al punto de nuestro
cjemplo P. Por conveniencia, frases tales como “el punto marcado con §”
las reemplazaremos por las mas cortas “el punto 3. Aunque los numerales
denominen tanto a un nimero como a un punto, el contexto nos dird cuél
de los dos sentidos ¢s el que debe entenderse. Esto no dard Iugar a confu-
sién; nombres iguales se usan para diferentes tipos de cosas en muchas
otras 4reas de nuestra expericncia. Consideremos, por ejemplo, la frase
“Rosa corté una rosa”.

Denotemos ahora los puntos finales de los intervalos de izquicrda a
derecha por 3.1, 32, y ast sucesivamentc hasta 3.9. Para que nuestra
notacién sea consistente, reemplazaremos 3 y 4 por 3.0 y 4.0. Estos puntos
marcados con decimales con un digito después del punto decimal se llama-
ran puntos marca de¢ la primera etapa. Los nameros correspondientes,
desdc luego, son nlimeros racionales. Ahora P esti entre 3.1 y 3.2 (Véase
la figura 4.)

30 31 32 33 a4 a5 36 37 38 39 40

FIGURA 4

Continuemos con ¢l proceso de subdivisién. En cada uno de los pasos
sucesivos un dibujo nos mostrara la parte relevante del segmento rectilineo
previo aumentada diez veces. Serd como si mirdsemos la parte de Ja recta
que contiene a P bajo una succsién de lentes microscdpicos en que cada
lente fuese diez veces mas poderose que cl anterior.

®
]
4

L

FIGURA 5

En la siguiente etapa vemos al intervalo entre 3.1 y 3.2 con un aumento
de diez veces. Lo hemos subdividido, a su vez, en diez intervalos congruentes
més pequefios, como nos muestra la figura 5. Afiadimos, como antes, digitos
decimales para denominar los puntos de la subdivisién. {Véase la figura
6.) Ahora, sin embargo, hay dos digitos después del punto decimal, y a los
puntos asi marcados se les llama puntos marca de la segunda etapa. Una
vez mis se corresponden con némeros racionales. Nétese que los puntos
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marca de la primera etapa son también puntos marca de la segunda,
Obtienen un nuevo nombre debido a la adicién de un 0 a la derecha;
pero tampoco esto deja de ser frecuente para un objeto, matematico o no.
Hay muchos objetos que tienen més de un nombre. Por ejemplo, papi
es el sefior Garcia, o Francisco, o el tio Paco, seglin quien sea la persona
que esta hablando de él. A P se le ve ahora (fig. 6) entre 3.14 y 3.15.

P

ol o - & ° o o>

310 3% 312 3B 314 35 316 37 38 39 320
FIGURA 6

Ampliemos este segmento de la segunda etapa. Ahora, no obstante, lo
mostraremos s6lo después de que hayamos acabado de denominar los
puntos marca de la tercera etapa apropiados. (Véasc la figura 7.) Esta
vez la mayor ampliacién nos muestra que P cstd entre 3.141 y 3.142.

bd

- = 1 2 & - a & P a a S

340 3141 3M2 313 3144 145 346 3447 348 3149 3150
FIGURA 7

Probemos con un nuevo aumento; una vez méas ilustramos tan solo el
segmento que contiene a P, En la figura 8 tal segmento aparcee después
que los puntos marca de la cuarita efapa se han sebalado y demominado.
Vemos que P estd entre 3.1415 y 3.1416 y muy préximo a este Gltimo. Una
ampliacién més nos mostraria a P entre 3.14139 y 3.14160.

P

- lg o~ ~
® »>

3UI0 3N U2 31413 31414 31415 3KI6  auT 31418 31418 31420
FIGURA 8

Para obtener una visién de conjunto del proceso hasta este momento,
combinamos cuatro ampliaciones en una sola representacion, la de la
figura 9.

Podemos simplificar las descripciones de la situacién de P mediante un
sencillo convenio. En cualquiera de las etapas, en lugar de describir la
localizacién de un punto como situado en el segmento entre dos puntos
marca de esa etapa, nos limitaremos a nombrar el punto marca que se en-
cuentra inmediatamente a la izquierda del punto. (Desde luego, si un punto
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18 RECTA NUMERICA Y DECIMALES INFINITOS

es un punto marca, nombramos esc punto de acuerdo con ello en su etapa
apropiada.) Asi, P vendria indicado por 3.1 en la primera etapa, por
3.14 en la segunda, y asi sucesivamente por 3.141, 3.1415 y 3.14159. La
forma méas comOn de decir esto es indicar la ectapa por el nimero de
digitos decimales y usar construcciones tales como: “La expansién decimal
de P con dos digitos decimales cs 3.14”, o simplemente “P estd dado con
dos decimales por 3.14”.

Recuérdese que este es un experimento imaginario, Estamos haciendo
rodar un circulo “perfecto” sobre una recta ‘“‘perfecta”. Si rcalmente hi-
ciéramos el experimento, nuestra precisién cstaria limitada por imperfec-
ciones en el circulo y en la recta, por el reshalamiento del circulo mientras
rodaba, y por nuestra incapacidad para marcar y medir con precision exacta.
Ya ahora estamos en, o mas alli de, los limites de la construccién de
equipo mds precisa para las cscalas que generalmente usamos, Las normas
industriales, por ejemplo, requieren que los pistones y los anillos de las
maquinas de precisién s¢ construyan con un margen de €rror no mayor que
un diesmilésimo de pulgada (0.0001 pulg), mientras que nosotros ya esta-
mos hablando de intervalos cuya longitud es una cienmilésima (0.00001)
de nuestra unidad original. Afortunadamente, el cdlculo matemdtico no
esté limitado por consideraciones tan mundanas. Mediante el uso de calcu-
ladoras electrénicas se ha llevado nuestro experimento tedrico a través de
diez mil etapas, trabajando con férmulas trigonométricas que no necesitan
de ninguna recta ni ningin circulo real.

Pero nuestra imaginacién no estd limitada por el costo o ¢l tiempo
requeridos para el calculo en una computadora moderna. Podemos imaginar
que el proceso continiia literalmente por siempre, y un digito decimal
sigue a otro en la designacién de P. FEs cste numeral decimal sin limite
o infinito €l que consideramos como nombre de P. Todos los numerales
preliminares finitos sen simplemente etapas iniciales.

Los numeros reales

Vamos a considerar otras dos ideas que estan relacionadas con el proceso
que cstamos discutiendo.

La primera idea es ésta: a cada punto marca se le ha dado un numeral
decimal. Este decimal, como ya hemos dicho, denota también un ndmero.
Asi, pues, todo punto marca tiene, asociado a él, un nimero racional. Este
ndmero cspecifica la longitad, en términos de nuestra unidad, del scg-
mento limitado por cero y el punto marca, Inventamos ahora un “némero”,
designado por el numeral para P, que describe la distancia de 0 a P. Nétese
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que esto estd perfectamente de acucrdo con nuestro uso previo de decimales
infinitos. El punto a un tercio de la distancia de 0 a 1 se denoié por
0333 ... .,y ¢l numeral 0.333 ... estd asociado con el numero racio-
nal 1/3.

La segunda idea la hemos sugerido ya por implicacién. Micntras que
nuestra atencién estuvo fijada en la parte especifica de la recta que con-
tenia a P, fuimos conscientes de la posibilidad de efectuar las subdivisioncs
en cada etapa sobre la recia en su totalidad. En la primera etapa, todo
intervalo entero esta dividido en diez partes. En la segunda. hay cien sub-
divisiones entre fode par sucesivo de cnteros, y asi sucesivamente. Por ejem-
plo, en la segunda etapa cl punto marca exactamente a la derecha de 1.00
es 1.01; ¢l punto inmediatamente a la izquierda de 2.00 es 1.99, ;Cudl es el
que csté inmediatamente a la derecha de 0.507 ;E inmediatamente a la
izquierda? Los puntos 0.51 y 049, desde luego.

Debemos prestar una atencion particular a aquella parte de la recta a
la izquierda de 0, porque quizd no sea todo lo claro que seria de desear
decir simplemente que reflejamos ¢l lado de la derecha y usar signos ne-
gativos. En la primera ctapa, el scgmento de ~1.0 a 0.0 tendra la apariencia
que se mucstra en la figura 10.

-0 09 -08 -07 -06 05 -04 -03 02 -0 QO

FIGURA 10

S1 nuestro circulo hubiera rodado hacia la izquierda, ;donde habria-
mos marcado el punto resultante? Entre -3.1 y -3.2. Llamemos al punte
Q cn tugar de P, para distinguir entre los dos experimentos, (Véase la
figura 11.)

e
i o

-40 -39 38 37 36 35 -3a4 33 -32 31 30

FIGURA 11

¢Cual es el decimal que denomina a Q en esta etapa? Recucrdese la
idea de reflexién. Piénsese en un espejo colocado en €. La parte “negativa”
de [a recta es la imagen en el espejo de la parte “positiva™. Cuando cscogimos
3.1 para representar a P en la primera etapa, escogimos el punto marca
entre P y 0. Q cs el reflejo de P; y -3.1, entre Q y 0, es el reflejo de 3.1,
Asociamos por ello Q a -3.1.
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Considerernos ahora la recta numérica en la figura i0. En la segunda
etapa, ¢cudles son los puntos marca exactamente a Ja izquierda y a la
derecha de -1.00? Son, respectivamente, ~1.01 y -0.99, como nos muestra
la figura 12,

7104 103 102 101 C100 099 098 097 096 095 -094
FIGURA 12

Pensemos ahora en la recta en su totalidad cuando pasamos de una
etapa a la siguiente. Las subdivisiones aumentan en nfimero; los intervalos se
hacen mds y mas cortos, Nuestra intuicién nos sugicre que los intervalos
terminan por estrecharse hasta un punto.

Nos resulta muy dificil examinar estc concepto rigurosamente con todo
rigor légico, y casi tan dificit pensar acerca de él de un modo intuitivo,
Algunas de las causas de nuestras dificultades son las sigulentes:

1. El problema de imaginar el infinito, Tanto las subdivisioncs infinitas
como los decimales infinitos estin rouy lejos de nuestra experiencia coti-
diana,

2. Nuestra utilizacién de imdgenes inexactas. Hacemos unos trazos con
tinta, lapiz o tiza y los lamamos puntos y rectas. Si decimos, por cjemplo,
“no importa cuin juntos puedan estar dos puntos, siempre termina por
haber un punto marca entre ¢llos™, quizd se nos conteste: “Pero pucdo
marcar aqui dos puntos tan préximos que se tocan. Nunca podra hallar
un punto entre ellos,” La contestacién realmente lo gue quiere decir es:
“si trazo dos borron¢itos que se tocan, nunca se puede trazar un borroncito
entre cllos”. Pero los borroncitos no son la misma cosa que los puntos,
porque los puntos no ticnen dimensién alguna y no se pucden tocar sin ser
idénticos.

3. Dificultades ldgicas que se encuentran con los conjuntos infinitos
y los procesos infinitos. Estas dificultades, muy reales, han ocupado a los
matematicos por miles de afios. Solo en la Gltima centuria se ha desarroila-
do un método para ¢l manejo de los conjuntos infinitos y de los procesos
infinitos que la mayoria de los matematicos modernos considera aceptable.

Pero, volvamos a nuestra construccién de los niimeros reales: en cada
Ppaso, cada punto es asignado a un punte marca cercano denominado por
un numeral decimal, En cada paso sucesivo, los numerales decimales con-
tienen un digito mis. Como subdividimos los intervalos sin limite, asigna-
mos a cada punto su decimal infinito. A su vez, cada uno de los numcrales
decimales finitos para los puntos marca, denomina a un nimero racional
particular que indica cada vez més exactamente la distancia y direccién
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del punto al origen o punte cero. El decimal infinito, entonces, nombra a
esta Ultima distancia o “nimero real”.

Para cada punto de la recta numérica, hay un decimal infinito asociado
que denomina a un numero real. La reciproca de esta proposicién que para
cada decimal infinito hay un punto a €l asociado, es una hipétesis de nuestro
desarrollo. En cierta forma esto c¢s exactamente lo que gueriamos decir
cuando exigiamos que la recta numérica estuviera libre de huecos e imper-
fecciones.

Lo que queremos es establecer estas correspondencias biunivocas:

Nimeros reales <> decimales infinitos €<> puntos sobre la recta numérica.

(Léase “>” como “correspondiéndose con”.)

Hemos dado razones intuitivas de por qué hay, al menos, un decimal
infinito para. cada ndmero real y cada punto. Hemos también establecido,
por definicién, una correspondencia biunivoca entre nimeros reales y
puntos al considerar un nimero real como expresando la longitud de un
segmento, con un signo apropiado adjunto para indicar la direccibn a
partir del origen. No hemos discutido la posibilidad de que un punto pueda
tener més de un decimal infinito asociade a él. La realidad es que esto
sucede en algunos casos especiales, y que debemos discutirlos antes de seguir
maés adelante.

Cuando estabamos asignando puntos marca a los puntos en los intervalos,
dijimos que si un punto es un punto marca, entonces se le asigna él mismo.
En los otros casos, en cada etapa tomados el punto marca més cercano a la
izquierda para puntos en el lado positivo del origen y el punto marca més
cercano a la derecha para puntos en ¢l lado negativo del origen.

¢Qué es lo que sucederia si siempre usisemos una sola regla, por
cjemplo, la siguiente? “En cada etapa asignese a cualquier punto sobre el
lado positive del origen ¢l punto marca mis cercano a su izquierda; y a
cualguicr punto sobre el lado negativo asignesele el punto marca més
cercano a su derecha”. Esto, desde luego, querria decir que a un punto
marca no se le podria ya asignar él mismo.

Es claro que en primer lugar tendriamos que formular una definicién
especial para 0, que no cstd ni en el lado positivo ni en el negativo. Pero
sucederian también otras cosas no convenientes. Tomemos, por ejemplo, el
punto originalmente marcado 1. ¢Cudl es, en la primera etapa, el punto
marca mas cercano a su izquierda? Evidentemente, 0.9. ;Y cuil en la
segunda etapa? 0.99. Continuemos el proceso: en la décima etapa el punto
mérca més cercano a su izquierda es 0.9999999999. Resulta obvio que el
decimal infinito resultante para el punto es exactamente *“0” seguido de una
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sucesion infinita de nueves. Luego 1.000. . y 0.999. .. denominan al mismo
punto.

Puede verse esta duplicacién de nombres en otro sentido, Sabemos que
el punto 1/3 del segmento entre 0 y el 1 tiene el decimal infinito 0.333.. _,
una sucesién infinita de ireses, Esto implica que el punto 2/3, también
del segmento entre O y 1, tiene el decimal 0.666. .., que pucde expresarse
como “2 x 0.333...", Pero, ;qué tencmos entonces con el punto 3/3?
Tenemos

| oo

3% 03833... =0999.. = =1000. ...

7

[~

Una duplicacién andloga sucede en fodo punto marca distinto del cero
de cualquier etapa. Por ejemplo, 0.249999.. denomina el mismo punto
que 0.250000..., y -1.73219999... denomina cl mismo punto que ...
-1.7322000. . ..

En nuestras consideraciones vamos a prescindir de todos log decimales
infinitos que tienen una cola constituida por una sucesién infinita de nueves,
Con elio resultard que desaparecen todas las dificultades de duplicacién.
Nucstra regla de asignar a los puntos marca ellos mismos se encargan de
este problema,

Qudep

En nuestra discusién del sistema de los nluneros adicionales en el cua-
derno 10, se hizo notar que los numeres racionales estan ordenados; cs
decir, que en cualquier par d¢ ndmeros racionales diferentes;, uno de ellos
es menor que el otro. Una ordenacién de¢ los nmeros reales debe correspon-
derse con la relacién entre los decimales y los puntos sobre la recta numérica.
Intentamos precisar esto con las siguicntes reglas.

A. Agrupacién de los decimales infinitos en tres clases (tricotomiia).

1. Cero: 0.000... . Si se desea, puede hacerse anteceder con un signo
positivo o negativo; el nimero denominado no cambia por ello.

2. Decimales positivos: al menos uno de los digitos no es cero (por
ejemplo, 0.0001000...), y el decimal no tlene signo quc le pre-
ceda o estd precedido de un signo positivo.

3. Decimales negativos: al menos uno de los digitos es distinto de
cero {por ejemplo, -5.000...) v el decimal estd precedido de un
signo negativo.

B. Comparacidén de nameros.

1. Si uno de los decimales que se comparan es el cero,

a) Cero es menor que cualquier niimero real representado por un
decimal positivo.
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b) Cero es mayor que cualquier ndmero real representado por
un decimal negativo,

2. St los decimales tienen signos opuestos, cualquier niimero real re-
presentado por un decimal negative es menor que cualquier nfimero
real representado por un decimal positivo.

3. Si ambos decimales son positivos, encuéntrese el primer digito en
que las representaciones decimales difieren. Ef ndmero cuya repre-
sentacién decimal ticne ¢f menor digito en tal punto es ¢l menor:

045739876 ... <{ 045741245 .. .
07880 e 91,859 s,

Si la diferencia estd a la izquierda del punto decimal, podemos
alin aplicar la regla estrictamente si recordamos que los ceros
pucden llenar las plazas vacias de numerales. Por ejemplo, en el
segundo de los ejemplos anteriores, podemos reemplazar 7.352 .
con 07.352 ..., para balanccuar los puntos iniciales de los dos
numerales.®

4. Si ambos decimalcs son negativos, encuéntrese el primer digito en
el que las representaciones dificren. El niimera cuya representacion
tiene el mayor digito en tal punto es el nimero menor:

44372 ... << 43372 ...,

Dens';ggg

Entre dos puntos cualesquiera con numerales decimales dife-
rentes, hay un punto marca.

No intentaremos dar una prueba formal de la anterior afirmacién, sino
que nos limitaremos a indicar formas de encontrar tal punto marca, Hay
en realidad un nmero infinito de posibles elecciones.

Consideremos los siguientes casos:

1. Si los nluneros tienen signos opuestos, sabemos que el cero se en-
cuentra entre ellos,

2. Si los ndmeros tienen el mismo signo, procuramos *‘redondear™ al
que representa el punto mds alejado del origen, El redondeo

* Nétese que, originalmente, reservamos la notacién con puntos al final de un
numeral para implicar la proyeccién de un grupo numérico establecido y ficilmente
perceptible, Estamos ahora tratande con némeros reales generales que puecden no
tener grupo alguno gue se repita, pero que no podemos escribir totalmente. Necesi-
tamos, pues, usar Ja notacién con puntos solo para indicar la continuacién de nimeros
reales: si no se percibe grupo alguno de nimeros que se repita antes de que los
puntos comiencen, supéngase que ninguno existe, Asi, en los ejemplos de las reglas
3 y 4 no se implica ningin grupo periddico.
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es el proceso de reemplazar con ceros todos los digitos a la dere-
cha de algin digito escogido. Podemos hacer esto en cualquier
digito después de que aparece la primera diferencia entre los nu-
merales,
a} Re>045739876 ...
§ e 045741245 ... .
Puntos marca entre R y §: 0.45740000 ...,
0.45741000 ..., 0457412000, ..., etc.
b) R« 00321981 ....
S« -0.0322012 ... .
Puntos marca entre R y §: -0.0322000 ...,
-0.32201000 - .. , etc.
3. Si parece que esto no funcioma, ensayamos con el otro punto y
otro proceso.
a) Re»(.4730000....
§ 04712000 ... .
Redondear a 0.4730000 ... no resultardn porque ya csti re-
dondeado. En vez de ello, ensayamos redondeando a .
0.4712000. .. . El proceso que aqui usamos consiste en aumen-
tar en 1 a un digito en el numeral que representa el punto
raas cercano al origen y luego redondearlo,
El redondeo puede hacerse tan pronto como aparezca un digito
diferente que pueda ser aumentado, es decir, un digito que no
sea 9.
Puntos marca entre R y §: 0.4720000 ..., 04713000 ..., ctc,

Nétese cdmo todas las sugerencias fallarian si intentdsemos encontrar un
punto entre los representados por 0.248999. .. y 0.25000. .. . No podemos
aumentar el primero sin exceder el segundo. Tampoce, a su vez, pode-
mos disminuir 0.25000. .. y quedarnos arriba de 0.24999. .. . Esta es otra
manera de ver que estos dos decimales denominan al mismo nimero real.
Debe recordarse gue hemos prohibido el de la sucesién infinita de nucves.

Podemos poner un niumero asociado con un punto marca entre cuales-
quiera dos nimeros reales diferentes. Podemos aproximarnos a cualquier
nimero real tanto como desecmos mediante un nimero asociado con un
punto marca. Es decir, dada una distancia cualquiera, no importa lo peque-
fia que sea, podemos encontrar un punto marca a una distancia del nimero
real menor que la dada.

Por ejemplo, encontremos un punto marca a menos de 0,00001 unidades
del punto P en el ejemplo del circulo rodante, Recuérdese que P estaba
situado entre los puntos denotados por 3.14159 y 3.14160. Estos estan sola-
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mente 0.00001 unidades aparte, y P estd entre cllos. Por consiguiente, P
debe estar a una distancia de cualquicra de ambos menor que 0.00001. Es
decir, tanto 3.14139 como 3.14160 son puntos marca situados a una distan-
cia de P menor que 0.00001 unidades.

En la introduccién mencionamos dos propiedades del sistema de los
nameros racionales, la de intercalacion y la de complecién. Estas propie-
dades nos permiten encontrar un punto marca entre dos puntos cualesquicra
denominados por decimales difercntes y aproximarnos a cualguier niimero
real tanto como deseemos usando un nimero asociado a un punto marca.
Podemos, por tanto, usar niimeros racionales en general, y nimeros repre-
sentados por fracciones decimales que terminan en ceros —a las que se
llaman decimales con terminacién— en particular, como aproximacioncs
de todos los niimcros reales y de todas las medidas.

En el cuaderno 6: Nidmeros racionales, se discutié una propiedad ani-
loga de los niimeros racionales: los niimeros racionales eran densos. Es
decir, entre dos nlimeros racionales cualesquiera hay sicmpre otro numero
racional. Aqui estamos tratando con una generalizacién. Entre dos nu-
meros reales cualesquiera hay un ntimero racional —en realidad, uno deno-
tado por un decimal con terminacién,

L] uso maternético es el siguiente. Supongamos que tenemos un conjunto
§ de nQuneros y otro conjunto 7 que es un subconjunto de §; entonces
T C S, con la propicdad de que dados dos atmeros cualesquiera de S,
hay un namero de T entre ellos; entonces T se dice que es denso en §.%

Por ejemplo, los nimeros racionales son densos en si mismos —entre
dos némeros racionales siempre hay un nGmero racional. Los nimeros
racionales son densos en los niimeros reales. (Realmente, los numeros irra-
cionales también son densos en los nimeros reales.) Los enteros no son
densos en los nGmeros racionales, ya que, por ejemplo, no hay ningin
entero entre 1/2 y 2/3. :Sen los entcros densos en si mismos? ;Hay
un entero entre 2 y 3? Ciertamente no; luego los enteros no son densos cn
st mismos. ¢Son los nimeros con decimales con terminacidén densos en ios
ndmeros racionales? 8i; es féacil, por ejemplo, encontrar un nimero con
un decimal con terminacién entre 0.72000 ... y 0.73000 ... . Tal decimal
con terminacién es, por ejemplo, 0.725000 ...,

Es ciertamente una circunstancia feliz que exista esta posibilidad de
aproximacién, ya gue los clculos directos usando nfimeros reales expresados

* Esta definicién se reemplaza usualmente en matematica moderna avanzada por:
T es dense em 8§ si, para cada elemento a de S, existe un elemento de T tan
cercano como deseemos a a.

Las dos definicignes no son estrictamente equivalentes, pero la definicién dada
en ol texto se adapta mejor a nuestra discusién de la aproximacién, puesto que
queremos subrayar Ia posibilidad de eleccién incluida.
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cn su forma decimal infinita son generalmente imposibles. Si los decimales
tiene una forma especial, entonces la operacion puede a menudo cfectuarse,
Ya hemos escrito,

3 % 0.3333... = 0.999..

pero ¢l segundo miembro es una forma prohibida; luego, en la notacién
permitida, tenemos

3 % 0.3333... = 1000....
También podemos ¢scribir ecuaciones como
0333... —0.111... = 0.222... ;

pero es mecesario reconocer que csta ¢s una [orma bastante incémoda de
escribir 1/3 — 1/9 = 2/9, come podemos comprobar expandiendo las frac-
ciones en decimales por of algoritmo de la divisibn,

GRUPQO DE EIERCICIOS 1

1. En la tercera etapa, de acuerdo a como Csta se definié en las paginas
16-18 del texto, némbrese el punto marca que esti :
a} inmediatamente a la izquierda de 1.000;
b) inmediatamente a la derecha de ~1.000.

2. Encuéntrese un punto marca entre los puntos denomninados por
-0.20134.. y 020245 .. .

3. Coloquense los siguientes niimeros reales en orden creciente:
-0.01234..., 0.1234. .., 1.234..., 4.3210. .., 12.345. .., -100.00.. ..

4. Reemplacense las siguientes expresiones decimales por la forma decimal
correcta —es decir, sin la sucesién infinita de nueves— que designa el
mismo valor:

a) 0.20999. .
b) -1.12999. ..
¢) 2.134999. ..

2 DEC LPERIODICOS

En el cuaderno 7: Sisternas de numeracion para los nimeros racionales,
se estableci6 una conexién entre los nimeros racionales y los decimales
peribdicos. Vamos a tratar ahora este mismo tema una vez mas desde un
punto de vista ligeramente diferente. Deseamos hacer ver que cl conjunto
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de los nGmeros racionales estd identificado con un conjunto muy particular
del conjunto de los niimeros reales: a saber, con el conjunto de los nlmeros
reales para los que los decimales tienen un grupo de numerales o perioda
que s¢ repite indefinidamente. He aqui unos cuantos decimales periddicos:

0.333...
20.202020. . .
-5.73012012012. .,
13.25000. . -

En todos los casos, después de cierta dosis de duda inicial, que puede
extenderse a la derecha del punto decimal, s¢ presenta un grupe de digitos
gue continda indefinidamente, es decir, nos encontramos cou un ndmero
fijo de digitos consccutivos que se repiten en el mismo orden.

En ¢l primer ejemplo, ¢l periode comienza en ¢l punto decimal y consta
de un solo digito, €l 3.

En el segundo, el periodo comienza dos digitos a la izquierda del punto
decimal y consta de dos digitos consecutivos, 20.

En ¢l tercero, el periodo no comienza sino hasta el tercer digito a la
derecha del punto decimal. Consta de tres digitos, 012,

El cuarto periodo, también comicnza tres digitos a la derecha del punto
decimal, pero consta de un solo digito, ¢l 0.

Es con frecuencia conveniente usar una rayita (testa) sobre la parte
superior del periodo en tugar de los puntos para indicar la repeticion. Come
hemos dicho, la testa se coloca sobre los digitos de un periodo. La testa
nunca s¢ coloca a la izquierda del punto decimal. De esta manera, los cuatro
ejemplos anteriores se reescribirian

0.3
20.20
-5.73012
13.250
Algunas veces podemos querer poner las testa lo més a la izquierda que

se pueda, Por ejemplo, en las ecuaciones 1/11 = 0.09 y 10/11 = 0.90 po-
dria ser conveniente para propésitos de cdlculo usar las testas para mostrar
que los periodos eran los mismos:

1 - 10 —

— = 0.09 — = 0,909,

T 0.09, i1 0.906;
o bien

1 == 1D | pne

= 0.090, -I——I-_O.Q i
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Quercmos sentar dos puntos bésicos en esta seccién:
I. Todo decimal periédico es una expresion decimal de un ndinero
racional,
2. Todo niimero racional ticne una expansién decimal periédica.

El lector debe tener cuidado al analizar la diferencia entre las dos
proposiciones. Es concebible que la una fuera cierta y la otra falsa, como
es el caso con Jas proposiciones: “todo gato es un mamifero” y “todo mami-
fero es un gato”,

Vemos, sin embargo, que las proposiciones 1 y 2 son ambas clertas;
juntas establecen el resultado de que los decimales periédicos y las fraccio-

nes son simplemente representaciones diferentes de los mismos némeros
decimales.

Para convencernos de que la proposicién 1 es cierta, necesitamos una
regla que nos muestre ¢émo cncontrar una fraccién equivalente a un de-
cimal periédico dado cualquicra, Escogeremos como primer ejemplo de la
prescripcion al decimal 0.272727..., que podemos expresar como 0.27.

El método sc basa en el efecto que resulta de multiplicar por una poten-
cia de diez 2 un nlimero que esti representado por un decimal. Comencemos
con el nimero a = 0272727, que es como el de nuestro ejemplo, salvo que
termina después del sexto digito:

a 0.272727
10 X a 2.72727
100 X @ =  27.2727
1000 x a = 272727
10000 x a = 2 727.27

il

El efecto de cada una de las sucesivas multiplicaciones por una potencia

més alta de dicz es el de mover ¢l punto decimal un lugar a la derecha
en la representacion decimal.

Consideremos ahora nuestro cjemplo sin terminacién:
b= 0272727... = 027.

10b = 2921272 .0 = 273 = 2707,
00566 = 27272797 v = 2137
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Si restamos el valor original de 5 de 100 X b, tenemos

100 x & o, en este caso 27.272727 ...

_____ — ~0.272727 --.
M x b 27.000000 - -. ;

de donde
Yxb=27, 0 b=cox_—"_"._ =

Noétese como dificre b de 2. A medida que multiplicamos @ por potencias
sucesivas de diez, el (ltimo digito se mueve a la izquierda al formar cada
resultado decimal. Asi, para b no hay ningln #ltimo digito; los decimales
para b, 10 X b y 100 X & repiten sus periodos indefinidamente.

¢Por qué escogimos 100 como uno de los multiplicadores? Porque
trajo el periodo que se repite alineado con el original. Si hubiésernos usado

10 B=278 ='9777,

el periodo no habria estado alineado con 0.27. Desde luego, 10000 habria
trabajado tan bien como 100:

10000 X b = 2727.27

10000 X b o, en este caso 2 727.27
—b —0.27
9999 x b 2 797.00
Luego
9999 x b = 2727,
De manera que
2727 11 x99 3

b=555 =3 % 909 = 11

iMas para qué trabajar més de lo necesario? Escogemos el menor de los
multiplicadores que haga el trabajo.

Probemos con otro ejemplo: 0.148 = 0.148148... . Esta vez necesita-
mos una trastacién de tres lugares. Multiplicamos, por tanto, por 1 000:

1000 x 0.148 = 148.148 { spor qué?)
restemos el original
148.148
—0.148
148.0
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Teniamos 1000 veces el nimero original y sustrajimos el nimero original ;
lo que nos queda es 999 veces el original y es igual a 148. De donde el
namero original tiene el valor

148 4 % 37 4

999 T 3 %37 T o7
He aqui un procedimiento general para efectuar este programa:

1. Encuéntrese la longitud del periado; es decir, el ntmero de digitos

en ¢l periodo.
Multipliquese (el decimal) por la potencia de dicz que llevard todo
un periodo hacia la izquierda.
Réstese el decimal original,
Férrese wna fraccion del resultado.
Calctlese qué miltiplo del valor original resulté de los pasos 2 y 3.
Dividase entre ¢l resultado del paso 5. El resultado de la divisién
es una fraccién cuyo valor es ¢l mismo que el del decimal original.
7. Simplifiquese 1a fraccién.

N

Sl g

Como cjemplo final, ilustraremos ¢l método en un decimal cuyo periodo
tarda en fijarse. Tomemos

0.4135135. . = 04135

Necesitaremos un poco mas trabajo, a partir del paso 4, del que fue nceesa-
rio en los anteriores ejemplos,
1. Longitud del periodo: 0.4135 (tres digitos)
2. Multipliquese por 1000:  413.513 = 413.5135.
(Quizd sea mas facil ver csto sin las testas
1000 x 0.4135135135. .. = 413.513518513... = 413.5135.)

3. Restemos 413.5@ =1000 X =
—04130 = ~1xn
41310 = 999 x=n
- 4131
4. Hagamos una fraccién 413.1 = 5
5. Encuéntrese el maltiplo 1000 — 1 = 999.
: 4131 4 131
6. Dividase —— 999 ..~ _
ividasc 0 999 5950 =

4131 133 % 27 _ 153
9990 — 390 x 27 ~ 370°

El proceso siempre funcionara, porque en ¢l paso 3 produce un decimal
con ferminacién que puede convertirse en una fraccién cn el paso 4.

7. Simplifiquese n =
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Para encontrar una expresion decimal para un ndmero racional, cuan-
do se conoce su nombre fraccionario, usamos el algoritmo de la division.
Necesitarnos ver por qué el decimal resultante es forzosamente un decimal
periddico. Esto se debe esencialniente a la naturaleza repetitiva del propio
algoritmo. Al efcctuar los calculos nos encontraremos finalmente r¢pitiendo
los siguientes tres pasos una y otra vez:

1. Bajando un cero,

2. Dividiendo entre el dencminador de la fraccién original.
3. Obteniendo un nuevo residuo.,

Pero, ¢cuintos nuevos residuos diferentes se pueden obtener? Ensaycemos
con un cjemplo, teniendo especial cuidade en seguir las huellas de los
residuos 2 medida que se producen, como cn el ejemplo 1.

Ejempro 1. 12/7 = 1.714285,

7.71428571
7 [ 12.00000000 Residino
7
150 5
149
T 1
&5
" 30 3
28
20 2
14
60 6
56
10 4
35
50 11
{ 49
T 1
i 4
8 3

Después de seis pasos del algoritmo, el residuo 5 se repite. Tan pronto
como aparece de nuevo, todo el calculo se repite porque cada conjunto de
tres pasos es exactamente el mismo cuando los residuos son los mismos. Los
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bloques marcados por las rectas de rayitas son idénticos y se presentaran
una vez tras otra. Por tanto,

12
& =
Ahora bien, ¢cémo sabemos que alghin resto se tiene que repetir? Esto
ha de ser asi porque ¢l nfimero de restos posibles s limitado.
Si se aparece un residuo cero, el decimal termina; es decir, repite un
bloque de¢ un digito que s6lo contiene al cero.
Si no se presenta un residuo cero, el rango de restos posibles va desde
1 a uno menos que ¢l divisor, inclusive, (En nuestro ejemplo, 1,2,3,4, 5y 6
eran los residuos posibles.) En cuanto hayan aparecido todas las posibili-
dades, alguna se ha de repetir.
Desde luego, no todos los residuos posibles han de aparecer; podemos
llegar a una repeticién mucho antes de que todas las posibilidades se hayan
agotado.

1.714285.

Ejemrpro 2, 237101 = 0.2277.

0.92772
101 | 23.00000 Residuo
202
280 28
202
780 78
707
730 73
707
230 23
202
28 28

En el ejemplo 2, solamente cuatro de los cien posibles residuos distintos
de cero aparecen en alguna ocasién, En realidad, como los tres pasos men-
cionados en el algoritmo comienzan en seguida, ya que solamente O es lo
que s¢ baja en este caso, ¢l problema se repite tan pronto como obtenemos
un residuo igual a 23. El problema original era el de dividir 23 entre 101,
y cuando 23 aparece como un residuo, esta es de nuevo la situacién, Asi
pues, los digitos en la respuesta comienzan a repetir el periodo establecido
en cste punto,

Cualquiera que sea el modo; mas pronto o més tarde tiene que ocurrir
la repeticion de residuos; y entonces hemos acabado un periodo y otro
comicnza,



RAIZ CUADRADA POSITIVA DE 2 33

GRUPO DE EJERCICIOS 2

1. Expandanse como decimales periédicos:

2 5 14 4
a) I b) 37 ¢) 35 d) 13
2. Encuéntrese una fraccién (en la forma mas simple) cquivalente a
a) 0202020... b) 13236 <) 0384615 d) 0.12345

3. Escribanse los decimales periddicos para 1/7, 2/7, 3/7, 4/7, 5/7 y 6/7.
Muéstrese que si se elige un punto inicial adecuado, siempre aparece
el mismo periodo.

4. Muéstrese, por el método desarrollado en esta seccién, que 0.999... =
= 1 000.

AR e e

Raiz cuadrada positi

AT IV~ O T =

va de 2

A T T A

Los ntimeros reales cuyas expansiones decimales no tienen la forma de
un periodo indefinidamente repetido se llaman “niimeros irracionales”.
Es facil encontrar los decimales para tantos nmeros irracionales como
deseemos. Todo lo que tenemos que hacer es evitar periodos que se repitan
una y otra vez. Las pautas para su construccién estin muy bien siempre
que no haya periodos que se repitan indefinidamente. Por ejemplo, un ni-
mero irracional estd representado por el decimal 0.101001000100001 ...,
donde se va poniendo un 0 adicional en cada bloque de ceros entre los
unos sucesivos. ;Puede encontrar el lector alguna pauta en el siguiente
decimal?

0.123456789101112131415161718192021 . ..

(Cuando se llega a ...1011, se puede decir “diez, once” o “uno, cero,
uno, uno”.)

Aunque estos nimeros son intercsantes, es natural preguntar si cxisten
o no algunos nimeros irracionales de uso mas comiin. Se nos presentan
aqui complicaciones. En la introduccién mencionsbamos a /2. ;Cémo
digitos, en lugar de miles, antes de que comenzaran las repeticiones. Nunca
mente miles de digitos decimales de su numeral, y podemos ver que no
aparece ningin periodo que se repita. Pero quizd 1/2 sea un nimero racio-
nal cuya fraccién mds simple tiene un numerador muy grande y un deno-
minador también muy grande. Pudiera ser que se requirieran millones de
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digitos, en lugar de miles, antes de que comenzaran las repeticiones. Nunca
podemos probar que el nimero es irracional mirando los digitos, no importa
cuantos de ellos hayamos obtenido.

Ciertamente, la historia del problemna es muy interesante. Los pitagéricos
de la Grecia antigua querian obtener una expresién para la longitud de
una diagonal de un cuadrado en funcién de la longitud de uno de sus
lados. Buscaban la razén entre la longitud de la diagonal y la longitud
de un lado y esperaban calcularla como la razén de dos nimeros naturales,
Es esta idea de razén la que conduce al uso del término ‘“‘racional” en el
sentido de “que tiene una razén”,

Los pitagéricos sabian que en un tridngulo rectingulo, el cuadrado de
la longitud del lado mas largo (la hipotenusa) es igual a la suma de los
cuadrados de las longitudes de los lados mas cortos (los catctos). El cua-
drado dc un nfimero ¢s el producto que resulta de multiplicar al nimero
por él mismo. Se usa el indice 2 para indicar que un nimero esta elevado
al cuadrado; por ejemplo, 32 significa 3 X 3, es decir, 9. Para un tridngulo
rectdngulo con Jados que miden 3 unidades, 4 unidades y 5 unidades, como
en la figura 13, tenemos la ecuacién 3% 4 42 = 52%; es decir, 9 4- 16 = 25.

5 ;2
3 v 1
4 1
FIGURA 13 FIGURA 14

Ahora bien, si cada lado de un cuadrado mide una unidad, entonces
el cuadrado de la longitud de la diagonal es 12 4 12=14-1 = 2. Por
tanto, la longitud de la diagonal es 1/2, tal como se indica en la figura 14,
ya que (/218 = 2,

Los pitagéricos querian esciibir /2 como una razén entre enteros, es
decir, como una “fraccién”. Para entender lo que sigue, necesitamos recor-
dar algunos hechos:

A. Todos los niuneros plenos son o pares o impares. Ningiin nimero s

a la vez par e impar. (Los nlimeros plenos pares son 0, 2, 4, 6, --- ;

los impares son 1, 3, 5, 7. ... .)
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B. Cualquier nQmero pleno par puede escribirse como el doble de otro
nGmero pleno. Por ejemplo,

10 = 2055,
12 = 2 X 6.

Cualquier nimero que es dos veces un nimero pleno es par.

C. El cuadrado de un nimero par es par. El cuadrado de un nfimero
impar es impar. Ensiyese con algunos ejemplos para convencerse.

D. Cualquier fraccién es equivalente a la fraccién cambiada a su forma
mas simple, es decir, la forma cuyo numerador y denominador tienen
1 como su maximo comimn denominador. Por ejemplo, 30/42 es equi-
valen a 5/7, que esti en la forma mas simple.

E. Si una fraccién estd en la forma més simple, entonces su numerador
y su denomiinador no son, ambos, pares, Puesto que, entonces, de acuer-
do con la proposicién B, podriamos dividir el numerador y el denomi-
nador por 2. Al menos uno de ellos es impar.

Intentemos ahora escribir V2 como una fraccién. Esta fraccién —si es
que hay alguna— puede estar en su forma més simple de acuerdo con lo que
nos dice la proposicién D. El denominador es un ntmero natural, ¢, y el
numerador un nimero pleno, p.

Tenemos entonces

b o
£ = /3,
- Vv
0 seca
bt ey T
e il P
‘ q p V Vg,
es decir

2 —
'g; = 2, por la definicién de /2.

Multiplicando ahora ambos micmbros de la ecuacién por g% tenemeos
2 n n
g R A
es decir
p: =2 % q°.

Luego p? es par, de acuerdo con la proposicién B, y ello segn la propo-
sicion C, implica que p es par.

Luego g es impar, de acuerdo con la proposicion E. Ahora bien, usando
el resultado de que p es par y aplicando de nuevo la proposicién B, vemos
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que hay algin niimero pleno r tal gue p = 2 X r. Por tanto, podemos
sustituir a p por 2 X 7 en la ccuacién p* = 2 X g%, de donde

(2Xr?=2x4q% osea, (2X7) X((2X7r)=2Xdg.

Ahora, las propiedades asociativa y conmutativa de ia multiplicacién
nos permiten reagrupar la expresién del primer miembro como sigue

(2 % ) [ %Y = 25¢4%
o sea
4xrt=2Xqg%
de donde, al dividir ambos micmbros por 2,
xert=ig%
Y ahora las proposiciones B y C implican que ¢ y ¢ son pares.

De donde q es a la vez par e impar. Pero, de acuerdo con la proposicién
A, esto es imposible; ¢ no existe y no hay fraccién alguna para V2. Esto
completa la prucha —pero si el lector la ha encontrado dificil, ¢ntonces
quizd deba leerla de nuevo desde la pagina 34 para apreciar todas sus
sutilezas *

Este descubrimiento asombrd mucho a los griegos. Habia longitudes
sin un niimero aceptable con qué designarlas. Enunciaron el hecho diciendo:
“La diagonal de un cuadrado y su lado son inconmensurables”” Es decir,
no pueden ser medidas una en funciéu de la otra en ¢l sentido de que si
marcamos repetidamente diagonales y también lados sobre una misma recta,
comenzando desde un mismo punto, los puntos extremos nunca coinciden.
La longitud de siete lados es cercana a Ja do cinco diagonales, pero las dos
longitudes no son 1guales. (Si la longitud de sicte lados fuera igual a la lon-
litud de cinco diagonales, entonces un quinto de la longitud de un lado
o un séptimo de la longitud de una diagonal serian una medida comin.)
A partir de este momento, los griegos volvieron su atencién exclusivarnente
a la geometria, ya que la aritmética habia probado ser incompleta. El resul-
tado fue que partes de Ja matematica dependientes de los célculos aritmé-
ticos -—¢l 4lgebra y la trigonometria, por cjemplo— quedaron desatendidas
por siglos.

Actualmente no nos altera tanto esta prucba como alterd a Pitigoras,
(La leyenda dice que hizo jurar a sus colaboradorcs que guardarian el
secreto y que hizo un sacrificio de cicn bueyes.) Sabemos cémo aproximar-
nos a 1’2 con nimeros representados por decimales finitos. Una forma de
hacer esto es la de hacer aproximaciones sucesivas por “enmarcacién”.

% Véasc tamhién el articulo de Edwin F. Beckenbach, “Geometric Proofs of the
Irrationaiity of V27, Arithmetic Teacher, XV (1968), 244-250,
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Para cnmarcar, comenzamos por obtener el valor entre enteros sucesivos;
1 es demasiado pequefio, puesto que 1 X 1 = I, que ¢s menor que 2; 2 es
demasiado grande, pucsto que 2 X 2 = 4, que es mayor que 2. Sabemos
ahora que V2 estd entre 1 y 2 y, por tanto, que el decimal para V2
comienza con 1.

Ensayvamos a continvacién con décimas. Multiplicamos sucesivamente
por si mismos, 1.1, 1.2, etc., hasta que obtenemos un producto que es
mayor que 2:

11 x 1.1 = 1.21

n

(demasiado pequeno) ;
1.2 X 1.2 = 1.44 (demasiado pequciio) ;
1.3 X 1.3 = 1.69 (demasiado pequefio) ;
14 X 1.4 = 1.96 (demasiado pequefio, pere préximo) ;
1.5 % 1.5 = 2.25 (demasiado grande).
De donde el decimal para v/2 comienza con 1.4,
A continuacién pasamos a las centésimas y comenzamos con 1.41;
141 x 1.41 = 1.9881 (demasiado pequeiio) ;
142 x 142 = 2.0164 (demasiado grande).

Sabemos ahora que la expansién comienza con 1.41.

El siguiente paso seria llegar a los digitos de la tercera etapa. Si ensa-
yamos con 1.411 1412, 1.413, 1414 y 1.415, encontramos que 1.415 es
el primero que cs demasiado grande; de donde sabemos que V2 tiene
una aproximacién decimal en esta ctapa de 1.414. El proceso puede obvia-
mente continuarse en tanto dure nuestro interés o nuestra paciencia,

Hay muchos otros niimcros irracionales interesantes; por ejemplo /3,
V5. V6, /7, V8, V/10. En general, cualquier raiz cuadrada de un niimero
natural es 0 un nlimero natural o un nimero irracional.

Hay un modo interesante de ver cuiles son las longitudes de segmentos
correspondientes a estas raices cuadradas, Comiéncese con dos segmen-
tos perpendiculares AB y BC, cada uno de longitud 1. Dibiijese el segmento
AC (fig. 15). Flemos visto que este segmento tienc una longitud igual a /2.
Comenzando en € como se muestra, tricese un segmento de longitud 1
perpendicular al segmento de longitud /2y finase su punto extremo D con
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el punto extremo 4. ;Cual es la longitud del nuevo segmento 4D? su cua~

=i

drado es 1% + (V2)2 =1 + 2.= 3. Continicsc de esta manera, Cada
nuevo segmento desde 4 tendrd una longitud igual a la rajz cuadrada del
siguiente nimero natural. Se ird formando una espiral.

FIGURA 15

Pruebas analogas a la dada para demostrar que /2 es irracional funcio-
nardn para V'3, V5, ctc; pero hay otros métodos, y mas generales, para
mostrar la iracionalidad de estos ntmeros. Ademds, podemos definir y usar
raices mas altas; por ejemplo, la raiz ctbica positiva de 2, que sc escribe
¥2, es el néimero real positivo que tiene Ja propiedad de que ¥2 x W2
X \*’/5 = 2. De nuevo, cste es un irracional, como lo son la mayoria de los
otros nimeros de csta forma (excepto, desde luego, casos particulares como
V8 que es igual 2 2, ya que 2 X 2 X 2 = 8.)

Un nGmero irracional particularmente interesante es 7, la razén de la
cincunferencia de un circulo a la longitud de su didmetro. Quc esta razén
es una constante universal, la misma para todos los circulos independicn-
te de su tamaiio, parece que es cuestidén conocida desde tiempos muy anti-
guos, La aproximaciéon més antigua de +« ¢s 3. Aparece en la Biblia, donde
se dice que Salomén, decorando el templo de Jerusalén, proveyé un gran
vaso de bronce que media “nueve codos a su alrededor y tres codos a su
través”. Esta aproximacién también la usaron los egipcios y los babilonios.

No estd muy claro cuindo comenzé a usarse Ja aproximacién ~—tan
comtnmente usada hoy por los nifios de nuestras escuelas— de 22/7.
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Es seguro que se conocia en ¢l Renacimiento. Entretanto, Arquimedes
habia mostrado, mediante una prueba geométrica, cémo obtener valores
tan proximos como se desee aproximéndonos a la circunferencia con poli-
gonos.

En 1761, el matemético alemén Lambert probé, por primera vez, que es
irracional. No se conoce ninguna demostracién sencilla. Para los cilculos
practicos, los valores 3.1416 y 3.14159 son, por lo comiin, suficientemente
exactos; pero la mayoria de los libros de tablas mateméticas enumeran el
valor de, al menos, dicz digitos después del punto decimal —un total de
once digitos— para los célculos que requieren una precisién especial, He
aqui los veinticinco primeros digitos del decimal para =:

3.141592653589793238462643.

El célculo de 7 con una precision cada vez mayor fue un pasatiempo
matematico favorito durante muchos afios. El advenimiento de las calcula-
doras electrénicas le puso fin, y una cxpansién de diez mil digitos se hizo
simplemente como una especie de anuncio para probar el poder de las
calculadoras modernas.

GRUPO DE EJERCICIOS 3

. Encuéntrese, por enmarcaci6n, hasta tres digitos después del punto
decimal:

a) V3 b) V6

2. Encuéntrese ¥2 con dos digitos después del punto decimal.
3. Decidase cuiles de los siguicntes tipos de niimeros no pueden ser ni-
meros racionales:
a) Los reciprocos de nimeros irracionales (Sugerencia: si 1/x = ab,
entonces se tendria que x = b/a.)
b) Las mitades de nfimeros irracionales (Sugerencia: si x/2 = a/b,
entonces se tendria que x = 2a/b.)
¢) Los productos de nlimeros irracionales por nlmeros irracionales.

OIS kel deernlabfod ol

los_nUmeros reales
Hasta e} momento, tenemos un conjunto de ndmeros reales denotados
por decimales infinitos y una definicién de orden en este conjunto, Que-
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remos poder hablar de sumas, diferencias, productos y cocientes de niune-
ros reales. ¢ Pero cé6mo? No podemos ni incluso imaginarnos el proceso de
multiplicar dos némeros denotados por decimales infinitos.

Si los ndmecros reales resulta que tienen nombres mas cortos como, por
ejemplo \/'Z y si suponemos que las leyes basicas de la aritmética se aplican
también a los niimeros reales, entonces las cosas presentan un mejor aspecto.

Supongamos, por ejemplo, que pensamos en las combinaciones de /2 y /3.

¢Es V2x V8= V2X3=v6? ;EBs V2+ V3=+vV2+ 3= V5?7
Podriamos primero estudiar estas preguntas sobre niimeros que sabemos
son racionales. ;Es

V4 X V9 = V4 x 9 = V367

Si, ya que

Vvi=2  V9=3 V3 =6 y 2x3=6.
dEs
i No!

VE+1V/9=2+3=6; y 5=+v25 noa V13

Probemos otra vez,

il

VI+VI6=3+4=7,

pero
VO + 16 = /25 = 5.

Por tanto, no parcce haber razén alguna para sospechar que V2 + V3 =
V5, pero si parece haber bucnas razones para creer que V2 X V3 = \/6.

Para tomar una decisién sobre tales cucstiones, debemos volver a la
definicién de ralz cuadrada:

La raiz cuadrada de un nimero dado es un niimero cuyo
cuadrado es el nimero dado.
Si un nlimero real es la rajz cuadrada de 6, entonces el resultado de multi-
phicarlo por si mismo serd 6; luego debemos tener V6 X V6 = 6.
Veamos qué sucede a (V2 X V3) cuando lo multiplicamos por si
mismo:

(V2 % V3) % (V2 V8.

La ley asociativa nos dice que podemos prescindir de los paréntesis en la
multiplicacién o arreglarlos a nuestra conveniencia. Si podemos usar csta
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ley, podemos prescindir de los paréntesis y escribir lo anterior como sigue:

VZx V3x ¥vZ2x V3.

La ley conmutativa nos deja reordenar los factores en un producto. Inter-
cambiemos los términos segundo y tercero:

V2x v2x V3 x V3.

Volvamos ahora a poner los paréntesis de un modo conveniente:
(VZx V2 x V3 x V3).

Pero la definicién de V2 y V3 nos dice que V2 X V2=2 y que
V3 % V3 = 3, de donde tencmos

(V2% V) xBxVE) =23

2x3=6.
Ast pues (V2 X V/3) multiplicado por st mismo ¢s 6, y V2 X V3 = \'6,
st suponemos las leyes asociativa y conmutativa de la multiplicacion,

Si efectuamos un cilculo andlogo con (V2 + 1/3), obtenemos

(VZ+V3) x (V2+ V3) = (v2)* + 2 x (W2 x V3) + (V3)?
=2+ (2x V6) +3
=5+ (2 X V6),

que no es, ciertamente, igual a 5. La cxpresion 5 + (2 X V&) cs un
nombre para un ndmero real, no una Instruccién para hacer aigo. No po-
demos proceder mas adelante a imcnos que realmente comsigamos una
representacién decimal para (2 X / 6). Yormas como (2 + \/3) y (V2 +
\/5)_, que son nombres compuestos, sc encuentran con frecucncia. Son
ttiles; dan una idea mucho més precisa de la cantidad nombrada que Ja
que da una representacién decimal cualquiera. Las usamos, por tanlo, en
la forma en que estin, Una forma como (/2 X 1/3) ¢s un nombre, tam-

bién, pero existc un nombre mas simple para el mismo ndmero: /6. La
situacién es algo semejante a la de Jas fracciones 6/8 y 3/4. Al tratar con

expresiones como /2, sin embargo, algunas veces no tenemos ninguna
forma que sea claramente la mds sencilla. Por cjemplo, /1/2, 1//2 y

V2/2 nombran todas, al mismo nimero real. ;Cuil de ellas es la mas
simple?
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Después de todo esto podemos preguntar atmn: ¢qué es lo que nos da
derecho a suponer que se cumplen todas las leyes de la aritmética ordinaria?
La contestacién es que construimos definiciones de operaciones de modo
que podamos estar seguros que las leyes son vélidas.

Cdiculo agroxiquo

En el ejercicio 1 de la pagina 39, pediamos valores de V3 y V6. Aqui
estd una tabla, en caso de que no se conserve sus respuestas. Incluimos tam-
bién /2 para referencia:

V2= 1414 ....
V3 =1732....

V6 = 2449 ...

Vamos a tratar de comprobar la afirmacién de que V2 x /3 = V6.
Usaremos un método andlogo al esquema de enmarcacién usado para

calcular rajces. Témense aproximaciones enmarcantes para V2 y V3:
14 < V2 < 15,
1.7 < V3 <18,

Si ahora multiplicamos 1.4 por 1.7, ¢ cstamos seguros de que el resultado
serd menor que V2 X V3? ¢Es 1.5 X 1.8 nccesariamente mayor que
V2 x v3?

Una dificultad para contestar cstas preguntas es la de que todavia
no hemos definido cuidadosamente /2 % /3.

Un diagramna nos proporcionari una imagen s clara. En la figura 16,
AB es un segmento de longitud /2 unidades, AC es de longitud 14,y 4D
de longitud 1.5. Anilogamente, AE es de longitud /3 unidades, mientras
que AF y AG son de longitudes 1.7 y 1.8 respectivamente.

Si multiplicamos 1.4 por 1.7, calculamos el area del rectangulo ACPF.
Si calculamos 1.5 X 1.8, se calcula el 4rea de ADRG. Por V2 x V3§
entendemos el drea de ABQE. Es claro que el area del rectangulo ABQE

debe ser mayor que el drea del reetangulo ACPF y menor que la del rec-
tangulo ADRG.

La regién en forma de L limitada por CDRGFPC puede considerarse
como una regién de confusién cuya Area representa nuestra incertidumbre
respecto a cudl sea la contestacién exacta.
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D

B Q
q P

A FE G

FIGURA 16

Ahora bien, ¢qué pasa si obtenemos mejores aproximaciones? Supon-
gamos que C sube hacia B, y D baja hacia B. Andlogamente, supongamos
que F va hacia fuera aproximindose a Z, y que también G se mueva hacia
dentro en direccién a E. Los anchos de las bandas de incertidumbre se
contraen; los crrores posibles disminuyen, Veamos la tabla I para constatar
qué ¢s lo que pasa.

¢Cudl cra la respuesta esperada? Veamos ahora de nuevo el valor de
V6 =2499... que calculamos ¢n ¢l ejercicio 1 de la pagina 39. Todo
estd sucediendo como esperabamos.

La posicién final es que definimos el producto de dos nimeros reales
como cl nimero real que resulta del proceso de wsar, sin limites, los pro-
ductos de mejores y mejores aproximacioncs a los dos niimeros,

TABLA T

ENMARCAGION PARA 1A MULTIPLIGAGION

Demasiade pequeiio Pemasiado grande Diferencia
14 X117 =238 159 X188 =270 0.32
141 X 1.73 = 2.4393 142 x 1.74 = 24708 0.0%15
1.414 X 1.732 = 2,449048 1.415 X 1,733 = 2.452195 0003147
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Que hay esencialmente tal nimero real y solo uno es intuitivamente claro
cuando pensamos en la region en forma de L contrayéndose a un par de
de segmentos perpendiculares a medida que la incertidumbre decrece sin
fmite.

Nétese que no tencmos forzosamente que aproximarnos por enmarca-
cién. Siempre que tomemos mejores aproximaciones, obtenemos mejores
respuestas.

FIGURA 17

Incidentalmente, con {recuencia estamos en posibilidad de mejorar
nuestra precisién tomando un factor grande en exceso y el otro demasiado
pequefio. Por ejemplo, supéngase que usamos 1.4 y 1.8 como aproxima-
ciones a /2 v /3, respectivamente. El resultado, 1.4 X 1.8 = 252, est4
mucho més proximo a la contestacién “correcta”, 2.449..., que 238 y
2.70, los productos de 1.4 X 1.7 y 1.5 x 1.8, respectivamente.,

Podemos mastrar la razén para esta mcjora velviendo a dibujar los
rectangulos precisamente para este ejemplo (véase la figura 17). Se usarin
las mismas letras para designar los segmentos que aparecen en la figura
16; s decir, AB cs nuestro segmento de 1/2 unidades de longitud, AC tienc
1.4 de longitud; AE, /3, y AG, 1.8. Las nuevas letras, T y S, designan
nuevos puntos localizados al extender el segmento CP a través de los
segmentos £Q y GR del dibujo original.
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El rectangulo “correcto” es ABQE. Nuestro producte dio el drea de
ACGS. Esto es demasiado pequefio por el drea de la porcién sombreada
superior, que¢ se encuentra en el interior del rectingulo correcto, pero se
omitid, v es demasiado grande por el irea sombreada a la derecha, gue
estd fucra del rectangulo exacto y, sin embargo, se incluyé. Por tanto, los
errores tienden a ncutralizarse.

¢ Qué puede decirse respecto la adicién? Las ideas son muy semejantes,
Si queremos conocer parte del numeral decimal para V2 + V3, podemos
hacer una tabla de enmarcacién. (Véase la tabla I1.}

TABLA II
ENMARCACION PARA LA ADICKIN

Demasiado pequeiio Demasiade grande Diferencia
14 +17 =31 15 418 =33 0.2
141 4+ 173 =314 142 +1.74 =316 0.02
1.414 + 1.732 = 3.146 1415+ 1733 =3 148 0002

La misma idea funciona, pero se puede observar ¢n las tablas que para
la adicidn la incertidumbre comparativa —la diferencia— en cada paso es
més bien menor que para ia multiplicacién.

¢Y qué puede decirse de la sustraccién? Cuidado! La tabla de en-
marcacion debe hacerse de un modo diferente. Usemos, como ejemplo,

V3 — V2. Si queremos que nos resulte una aproximacion que sea indu-
dablemente menor que la contestacién correcta, restamos una aproxima-

cién demasiado grande de V2 de una aproximacién demasiado pequeiia

de V3. (¢Por qué?) Para obtener un resultado que sea indudablemcnte
mas grande que la contestacién correcta, restamos una aproximacién dema-
siado pequefia del mayor de nucstros nimeros, V'3, de una aproximacién
demasiado grande de /2. (Véase la tabla 1IL)

Para la divisidn, la situacién e¢s andloga a la de la sustraccidén. Para
obtener un resultado del que podamios cstar seguros es demasiado peguefio,
debemos dividir una aproximacién que ¢s demasiado pequefia para el
dividendo por una que sea demasiado grande para el divisor, (Cuanto
mayor el divisor, menor el resultado.)

Hasta el momento, todos nuestros ejemplos y todos nuestros calculos
ilustrativos se han hecho con niémeros reales positivos. ;Qué puede decirse
de las operaciones en que aparccen néimeros negativos? Ningln problema
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TABLA 3IIL

FNMARCACIOSN PARA LA SUSTRACCION

Aproximaciones para contes- Aproxi i para
taciones demasiado pecueiias taciones dcmasiado grandes
Resultado Resultado Diferencia
Mais pequefio | Mas grande Mas grande | Més pequefio
que \/’3— que \,72_ Que \,-’:7. one \/f
17 —~ 15 = 0.2 1.8 = T4 = 04 0.2
173 - 142 = 031 .74 — 141 = 033 0.02
1.732 — 1415 = 0317 1.733 — 1414 = 0.319 0.002

se presenta que no se haya presentado ya en la definicién de las operaciones
con nimeros racionales negativos. (Véase el cuaderno 10: El sistema de
los nitmeros racionales.) Las definiciones de las operaciones s¢ dan en
términos de las mismas operaciones sobre los nimeros racionales, y simple-
mente seguimos aquellas mismas reglas. Por ejemplo, si queremos calcular
VZ x ~V3, el valor es ~V6 porque la regla @ X b = —(a X b) de los
niimeros racionales también se aplica en el sistema extendido.

Cualquiera que sea la operacién que estamos tratando de efectuar, el
resultado bésico siempre es que si nos aproximamos suficientemente a los
operandos —los nimeros reales originales—, entonces obtendremos un resul-
tado tan préximo a un numero real fijo como deseemos. El nimero real
hacia el que de esa forma nos aproximamos se define como el resultado
de la operacion,

Como todas las operaciones sobre nimeros rcales estdn definidas en
términos de las operaciones sobre los ndimeros racionales y coinciden, con
una aproximacién que puedc ser tan grande como descemos, con las corres-
pondientes operacioncs racionales, las propicdades algebraicas bésicas del
sistema de los nilimeros racionales se traspasan, ciertamente, al sistema de
los nimeros reales. Resumiremos, por comodidad, toda la estructura enume-
rando cada una de sus propiedades esenciales.

Antes de hacerlo, recordemos ciertas propiedades de inclusién bésicas
que son caracteristicas de los sisternas constrnidos en matematicas. Los
enteros estan incluidos en los ntimeros reales. En el curso de nuestra cons-
truccién, el entero al que por lo comun ltamamos 2 obtuve como nuevo
nombre, bastante inmancjable, el de 2.0000. .., pero ya ahora nos vamos
a sentir en libertad de simplificar tanto este como otros decimales molestos
de modo que nuestros decimales con terminacién terminen realmente.
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He aqui una proposicién mas general:

INCLUSION DE SISTEMAS
{Némeros naturales} C {nlimeros plenos} C {enteros}

(&3 {m’nneros racionales} C {nimeros reales}

CERRADURA

Adicién: la suma de dos nimeros reales cualesquiera es un niimero real tGnico.

Sustraccién: La diferencia de dos néimeros reales cualesquiera es un nimero
real tnico.

Multiplicacién: el producto de dos nimeros reales cualesquiera es un nimero
real dnico. .

Divisién: el cociente de dos nlimeros reales cualesquiera, cuando el divisor no
es cero, es un nimero real tnico.

CONMUTATIVIDAD

Adicién: si @ y b son nimeros reales, entonces ¢ + & = b +.a.
Multiplicacién: si @ y & son nGmeros reales, entonces ¢ X &= b X a.

ASOCIATIVIDAD
Adicién: si @, b y ¢ son niimeros reales, entonces (@ + b) + c=a + (b + a).
Muitiplicacién: si @, b y ¢ son nimeros reales, entonces (a X b) X ¢ =a X

(b X q)}.
IDENTIDADES

Adicién: hay un nimero real, 0, tal que si ¢ €5 un nimero real, entonces
a+0=0+a=a

Multiplicacién: hay un nimero real, 1, tal que si ¢ es un nimero real entonces
aXl=1Xa=a.

INVERSOS

Adicién: si @ e¢s un nimero real, entonces hay un nfimero real -a tal que
a+-a=9,

Multiplicacién: si a es un nimero real distinto de cero, entonces hay un niimero
real 1/a tal que a X 1/a=1.

ORDEN

Tricotomia: si & es un ndmero rcal y b es un niimero real, entonces ¢ = &, o
a < b, 0 b <a, y solamente una de estas relaciones se verifica,
Adicibn: si a y b son nameros reales tales que ¢ <<b, y ¢ es un némero real
cualquiera, entonces a + ¢ < b+ c¢.
Multiplicacién: si ¢ y b son niimeros reales tales que a < b, y ¢ es un niimero
real tal que ¢ >> 0, entonces ac < be.
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DENSIDAD

Si a y b son nimeros reales tales que ¢ < b, entonces hay un niimero real ¢
tal que a<c¢< b, {En realidad, puede eclegirse siempre ¢ de forma que sea
racional.)

COMPLECION

A cada punto de Ia recta numérica corresponde un nimero real, y a cada
niimero real corresponde un punto de la recta numérica.

Es la propiedad Gltimamente citada --la propiedad de complecién la
que realmente distingue el sistema de los niumeros reales del sistema de los
niimerocs racionales.

GRUPO DE EJERCICIOS 4

1. En un parque urbano, las veredas estaban arregladas como sigue: un
cuadrado de 100 yardas por lado esti rodeado de una senda circular
que lo cirscunscribe, Nétese que se necesita andar 400 yardas para dar

FIGURA 18

vuelta al parque siguiendo los lados del cuadrado. Surgié la pregunta
de que cudnto mis camino habria que recorrer para dar la vuelta al
parque por el circulo. ¢Es la senda circular mayor o menor que un
cuarto de mifla (1 milla = 1760 yardas)? Noétese que su didmetro
es 100 x /2 yardas.

2.a) Toémese cada uno de los sistemas mencionados en la pégina 46 y la
lista de leyes de las paginas 46 y 47, y compruébese cada una de ellas
para ver cuéntas leyes no son satisfechas cuando las palabras “niimero
real” se reemplazan siempre que aparezcan por “nimero natural’.
Por ejemplo, Jos nimeros naturales no satisfacen la propiedad de
existencia de identidad para la adicién, porque el enunciado diria:
“hay un ndmero natural, 0, tal que si @ es un namero natural, enton-
ces e+ 0 =0+ a=4a". Pexo 0 es no es un namero natural.
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Paéstese particular atencién a la cerradura para la sustraccién y la
divisién, a la existencia de inverso para la adicién y la multiplica-
cién, a la densidad y a la complecién.

b} Repitase el ejercicio 2, reemplazando las palabras “niimero real” por
las palabras “ntimero pleno”.

¢) Repitase ¢l cjercicio 2a, reemplazando las palabras “nimero real”
por la palabra “entero”.

d) Repitase el ejercicio 2a, reemplazando las palabras “néimero real” por
las palabras “namero pleno”.

gCUANTOS?

Hemos visto que un nimero racional es, en esencia, un tipo muy particn-
lar de nlimero real. En esta seccién vamos a procurar contestar, al menos en
parte, la cuestién “;qué tan especial?”, Nuestra dificultad va a radidar
en la vaguedad que, en general, envuelve a todos estos problemas cuando
tratamos de conjuntos infinitos,

Es facil comprobar que la mitad de los cuadros de un tablero de
ajedrez son negros. Se puede comprobar contindolos, y cuaiquiera que sea
la forma en que se cuenten, si no es equivocada, nos dird que hay 32
cuadros negros y un total de 64 cuadros. Contar, como el lector recordarj,
es el proceso mediante el cual ponemos un conjunto en correspondencia
uno a uno con un conjunto de nimeros naturales ordenados, en donde el
altimo conjunto debe tener la propiedad de que si contiene un nlimero
natural cualquicra debe contener también a todos los nitmeros naturales
que le preceden. Es decir, no se nos permite contar saltindonos niumeros o
escogiéndolos al azar (como, por ejemplo, en “2, 7, 4, 11”) ; debemos contar
en orden y sin saltos, “1, 2, 3, 4”. Entonces, el Gltimo ndmero natural
que sc usa se llama “nfmero cardinal” del conjunto contado o, simple-
mente, e} nitmero de cosas en el conjunto.

Ahora bien, ;qué es lo que sucede si no se llega nunca a un ftiltimo
némero natural en el proceso de contar? En cste caso —si es que el con-
junto consta de algin miembro— decimos que el conjunto es “infinito”.
Con los conjuntos infinitos, los problemas se presentan de inmediato. Pién-
sese en esta afirmacién aparentemente del todo razonable: “la mitad de los
niimeros naturales son pares”. Supongamos que alguien arguye al respecto.
Se procede a “contar” todos los nimeros naturales y luego todos los pares,
pero necesitamos todos los nimeros naturales para contar solo los pares.

Ntémeros pares: 2 4 6'8 10 ...
T 2 ¢ ¢ ¢
1 2 3 4 5

Nimeros naturales:
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Parece, pues, que jhay exactamente tantos niimeros naturaleg&ares como
nlmeros naturales!

Ei lector puede, desde luego, mantener su afirmacién original, por
cjemplo en la siguiente forma: “Supongamos que tomo los némeros natura-
les hasta un nimero grande; luego, segiin en donde me haya detenido, o
bien exactamente la mitad o bien la mitad exactamente uno- menos del
nimero en que me he detenido, estd constituida por mimeros parcs. En
cualquiera de los casos, ta proporcion de los pares es muy préoxima a un
medio y difiere de un medio en tan poco como desee. Por ejemplo, me
detengo en 1000 000, la proporcién es exactamente un medio; me detengo

g 500 000 g »
en 1000001, la proporcién es TG00 o due ©s igual a 04999995, . .”.

En el caso de los néimeros naturales pares, vimos un subconjunto que
podia ponerse en una correspondencia uno a uno con ¢l conjunto total de
los niimeros naturales, No deberd, pues, sorprendernos descubrir que los
nfimeros naturales pueden usarse para contar conjuntos que contienen a
los niimeros naturales como subconjuntos propios.

Por ejemplo, pensemos en el conjunto de todos los nimeros naturales
y en todas las mitades de los ndimeros naturales:

H= {i’ I; 1%3 2: 2%; 3; 3%3 4': ‘e '}'
Escribanse todos los elementos con el denominador 2:

Hofl i3 a8eap
S\ h e n 2w E""}°

Hagamos ahora la correspondencia con los numeradores;

H:

N > Nl
[E-R = I
ey retn

13
2
!
Némeros naturales: 1

Todo elemento de H estid contado.
Un problema un poquito més dificil es el de contar todos los enteros:

I fonsy, B092,4,0,1,9,8 .0},

Se puede hacer una correspondencia como la de la figura 19, Aqui los
nimeros naturales pares estan contando a los enteros positivos, y los nimeros
naturales impares cuentan al cere y a los enteros negativos,

Es tiempo de que recordemos lo que se entiende por “contar” un con-
junto. Simplemente, estamos estableciendo una correspondencia uno a uno
entre el conjunto dado y un conjunto de nimeros naturales que comienza
con ¢l I y no se salta ningin nimero natural. Entonces, si hay un nGmero
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FIGURA 19

natural que es ¢l Gltimo que se emplea, ese es el nimero cardinal del
conjunto, Cuando, como ocurre en los casos que hemos mostrado, todo
elemento del conjunto tiene un niumero natural pero no existe un natural
que sca el Gltimo usado, se dice que la cardinalidad del conjunto es
alef-cero (%,), un nombre dado por Jorge Cantor hace ya aproximada-
mente un siglo. A pesar de las dificultades de escritura e impresién, el
nombre ha subsistido.

Hasta el momento, hemos mostrado los siguientes conjuntos de cardi-
nalidad alef-cero:

{Los nimeros naturales)

{Los nmeros cnicros pares}

{Las mitades de los nGmeros naturales}
{Los enteros}

Invitamos al lector a sefialar —y contar— otros conjuntos tales, He aqui
algunos para que se practique su conteo:

1. El conjunto de los nimeros naturales mayores que 5, es decir,
{6, 7, 8;=:+):

2. El conjunto de los ntmeros naturales cuyos &ltimos tres digitos son

573, es decir, {573, 1573, 2573, ... }.

El conjunto de los enteros no divisibles por 3.

4. El conjunto de las fracciones en su forma més simple cuyos deno-
minadores son 1, 2, 3, o 6.

©»

Surge ahora un problema. ;Pucde coniarse tode conjunto no vacio?
Obviamente, por su propia definicién, un conjunto finito puede contarse,
porque la propiedad de ser finito y no vacio simplemente consiste en tener
un conjunto contante con Gltimo ntmero. Por tanto, lo que rcalmente
queremos saber es esto: “;Puede contarse todo conjunte infinito?” En
nuestra nueva terminologia preguntamos: “stiene todo conjunto finito la
cardinalidad alef-cero; o hay conjuntos més grandes que no pueden cubrirse
con los nimeros naturales, no importa lo inteligentes que seamos?”
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Nétese que algunas veces, ciertamente, tenemos que ser listos, Hay, por
ejemplo, muchas formas anirquicas de usar todos los nimeros naturales
sin que se cuenten todos los entercs, por ejemplo, si tuviésemos cuidado,
podriamos usar ¢l conjunto en su totalidad solo para los enteros positivos
pares. Es necesaria cierta astucia para decidir escoger los positivos y los
negativos mas o menos simultdneamente.

¢Y qué hay acerca del conjunto de los nitmeros racicnales? Parcce que
este es un conjunto mucho mayor que los que hasta ¢l momento hemos in-
tentado contar. Ningtn recurso que se aproxime en simplicidad a los que
hasta ahora hemos usado irabajara en esta ocasién, ; Recuérdese que el con-
junto de puntos que representan a los nameros racionales es denso sobre la
recta numérica!
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FIGURA 20

Escribamos fracciones para los nlmeros racionales positivos en una

tabla pensada como infinita en dos direcciones. En el primer rengldn, es-
cribimos aquellos cuyo denominador es 1; en el segundo, aquellos cuyo
denominador es 2, y asi sucesivamente. En la primera columna estdn todas
las fracciones con denominador 1; en la segunda columna estin todas las
de numerador 2; y asi sucesivamente. (Véase la figura 20.)
Los renglones son infinitos y las columnas son infinitas, pero las diagonales
de abajo arriba y de izquierda a derecha son finitas. Siganse las flechas y
numeérense las fracciones sobre la marcha, Numeramos primero 1/1 con 1;
esta es la \inica fraccidén cuyo numerador y denominador suman juntos 2.
Numeérense ahora las {racciones —dos de ellas— cuyo numerador y denomi-
nador suman 3; a continuacion las tres fracciones en que la suma es 4, y
ast sucesivamente,
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¢ Obtiene asi toda fraccién un nimero natural? ; Si! Con solo que sume-
mos ¢l numerador y el denominador de una fraccién, sabemos en qué dia-
gonal sc encuentra. Ademés, como hay solamente un nGmero finito de
fracciones en cada diagonal —una menos que la suma del numerador y el
denominador para esa diagonal—, solamente habremos empleado un nimero
finito de ntGimeros naturales antes de llegar alli. ¥ un ndmero finito de
nlmeros {initos es finito. Piense el lector en cste argumento hasta que
se asegure de estar plenamente convencido.

En realidad, con un poquito de &lgebra, podemos hacer una aproxi-
macion burda del nlimero natural que le tocard a la fraccién dada.

Hemeos mencionado que primero contidbamos una fraccién en la primera
diagonal; luego dos en la siguiente; tres en la otra; luego cuatro y asi
sucesivamente. Cada diagonal tiene una fraccién més que la que le precede.
Ahora bien, gcuintas tendrin en conjunto cuando acabemos cada diago-
nal? Habia una después de la primera diagonal; habia tres después de la
segunda (afladimos dos), seis después de la tercera (afiadimos tres), diez
después de la cuarta, y asi sucesivamente, (Véase la tabla IV.)

TABLA 1V

Suma de numeradores Fracciones con csta Fracciones con esta
y denominadores suma particular suma menor

I

S TV W N
Lo N -
o
0D o) W
o

—
[l B R )
+ 4+ +
O 0N

Supéngase ahora que consideramos la siguiente férmula: Témese un
medio de la suma del numerador y del denominador multiplicado por uno
menos que esta suma; es decir,

Suma X (Suma — 1)
2

Para una suma de 2: % =5
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Para una suma de 3: 2 >2< 2 =3
Para una suma de 4: % =6.
Para una suma de 5: F%j = 10.
Para una suma de 6: b >2< 2 = 15.

Aplicande la férmula para cada suma obtenemos los niimeros de la tercera
columna de la tabla IV, No probaremos aqui esta férmula, pero el lector
puede comprobarla hasta que quede razonablemente convencido de su
validez.

¢Cudl es el nimero que cuenta a Ja fraccién 1/5? Es la primera frac-
cién en la diagonal en que la suma cs 1 + 5'= 6. ;Cuantas fracciones
tienen menores sumas? Veamos, en la tabla IV, la cuarta linea de la
tercera columna, la opuesta al “5” de la primera columna, o calcilese
(5 % 4)/2 = 10. Luego, para cada unz de diez fracciones, la suma del
numerador y el denominador era menor o igual que 5. Luego 1/5 es la déci-
moprimera fraceién que contamos, es decir 1/5 ¢ 11.

¢Cual serd el niimero natural que se correspondera con 7/9? La suma
del numerador y el denominador ¢s igual a 16, Nos toma (15 X 14) /2 =
210/2, es decir, 105 ntimeros para acabar con aquellos que suman 15. Para
completar los que suman 16 emplearemos (16 X 15) /2 = 240/2 = 120 ni-
meros. Luego el niimero correspondiente serd uno de los que estin entre
106 y 120, ambos inclusive.

Podemos afinar mas; nuestras flechas van hacia arriba cuando los
totales son pares y hacia abajo cuando son impares, (Véase el diagrama;
nétense las {lechas para los totales 2, 3, 4, 5 y 6.) Nuestro total ¢s 16, y 7/9
es la séptima fraccion numerada en csta diagonal. (¢Por qué?) A la pri-
mera fraccién se le adjudicé el nimero 106; a la segunda, €l 107; luego
a la séptima le deberemos adjudicar el 112. Si el lector no lo cree, termine
el diagrama con quince diagonales y cuente él mismo; luego vuelva a
leer el argumento matematico.

En cualquicr caso, lo que es verdad es que toda fraccién queda nume-
rada. El lector puede quejarse de que comenzamos hablando de numerar
nimeros racionales y terminamos contando fracciones. Hemos dado a 1/1
un namero diferente al de 2/2 y al de 3/3,... . A cada nimero racional le
hemos asignado un ndmero infinito de nameros naturales diferentes. ¢No
podemos arreglar esta situacién? jClaro que si! Basta con dejar de lado
en cada renglén cualquier fraccién que sea equivalente a una fraccién de
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FIGURA 21

un renglén anterior, pero conservando la disposicién de las fracciones en la
forma que se muestra en la figura 21,
Ahora, numeremos de nuevo:

t4 2 3 2438 4 4
A S R
1234567839 1011

Algunas de nuestras diagonales quizd tengan solo unecs cuantos eleren-
tos; pero esto solo se traduce en un ahorro de tiempo y niimeros naturales.
Desde luego, las férmulas ya no siguen trabajando; pero todavia nos dan
un mdximo, Sabemos que un namero racional habrd recibido un niimero
en o antes que el nimero primitive de cualquiera de sus fracciones equiva-
lentes.

¢Y qué hay respecto a todos los racionales, o todas las fracciones positivas,
negativas y el cero? Podemos hacer un dispositivo, como ¢l de la figura 22,
que nos dard un procedimiento de conteo. Las flechas dan vueltas en
espiral, comenzando en 0/1.

Probablemente el lector ya se habrd formulado la pregunta que sigue:
¢que pasa con los nimeros reales? En 1874, Jorge Cantor probé que no
pueden contarse. No hay modo alguno de estirar los naturales hasta ese
punto,

Antes de que comencemos con la prueba real, quizd sea conveniente
discutir un poco sobre lo que se entiende por imposibilidad matematica.
Demasiado a menudo un enunciado en el cual en términos matemiticos se
dice que una cosa u otra es imposible se entiende como si quisiera decir
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“yo no lo puedo hacer” o “nadie lo ha hecho ain”. Esta falsa interpreta-
¢ién ha causade un desperdicio de tiempo, tanto a gentes que no lo habian
entendido e intentaban hacer lo imposible, como a gente que tenia que
encontrar los errotes inevitables que resultaban de estos intentos.

Pricticamente todo enunciado matematico puede convertirse en una
afirmacién de imposibilidad. Incluso “2 4 2 = 4” puede formularse como
“es imposible, bajo las reglas habituales de la aritmética y la notacién
numérica, que la suma de dos y dos difiera de cuatro”.

La proposicién “es imposible dar una construccién de regla y compas
para la triseccién de un dngulo arbitrario” esencialmente no difiere de Jos
anteriores enunciados. Podria expresarse positivamente: “para efectuar una
construceion que triseque Angulos arbitrarios son necesarios otros instru-
mentos aparte de la regla y el compés”.

Nuestra situacién es analoga. Debemos mostrar que nadie, independien-
temente de cuil sea su genio o su habilidad, puede conseguir poner el
conjunto de los niimeros reales en correspondencia uno a une con los nime-
ras naturales. Suponer tal correspondencia es una contradiccién légica.

La forma en que vamos a demostrar esto es la de suponer que alguien
pretende haber hecho la correspondencia y se nos presenta con el resultado.
Entonces miraremos a su lista y seflalaremos un namero real que no estd
en ella. Lo cierto seri que el nimero de ndmeros reales que no se encuentre
en la lista serd infinito, pero solo necesitamos sefialar uno para demostrar lo
falso de su pretensién. Es importante hacer notar que nuestro método
funcionara no importa cuantas veces nuestro amigo vuelva con su lista a
su cuarto de estudio. En teoria, podemos siempre echar una ojeada a cual-
quier lista que construya y escribir abajo un nfimero real que no aparece
en ella.
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Trabajaremos siempre con los nlimeros reales mayores que cero y meno-
res que uno y mostraremos que ni éstos pueden contarse. Representaremos
estos nlimeros, por ser conveniente para la discusién, por decimales infinitos
sin el 0 habitual a la izquierda del punto decimal. Algunos ejemplos son

.1000000000 . . ,
.1010010001 ..

1212121212 ... .
Imaginémonos ahora una correspondencia como esta:
Nimeros naturales Decimales infinitos
L
2€>.
3>,

..........................

donde sobre cada guioncito estd un digito y la tabla consiste en decimales
infinitos y se extiende indefinidamente hacia abajo.

Especificamos del siguiente modo un decimal infinito 4 que no esta
en la lista: veamos el primer digito del primer numeral de la lista. Si no es
5, entonces el primer digito de A sera 5; si el primer digito del primer
numeral es 5, entonces el primer digito de 4 serd 4. Asi pues, 4 comienza
con .4 6 .3; y estamos segures de que cualquiera que vaya a ser 4, no seri
el primer numeral de la tabla, puesto que comienza en forma diferente.

Veamos a continuacién el segundo digito del segundo numeral -—el que
corresponde a 2. 8i el digito no es 5, hagamos el scgundo digito de 4
igual 2 5; si es 5, usemos 4 como segundo digito de 4. Asi pues, 4 comienza
de una de estas cuatro formas: .55, .54, 45, & 44. Sabemos ahora que
A no serd igual ni al primero ni al segundo numeral de la tabla,

Prosigamos. Vemos al tercer digito del tercer numeral y escogemos
4 6 5 como tercer digito para 4, cxactamente como antes. Con ello garan-
tizamos que 4 es diferente del primero, del segundo y del tercer numeral.

Continnemos. Si la lista realmente comenz6

1 ¢>.14372956 . . .
9 ¢> 35219784 . ..
3¢ .71985132 ..
4 ¢ 31296540 . . .
5 ¢.12000000 . . .
6 <>.90763841 .. .
74513204152 . ..
8 ¢> 55555555 . ..
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entonces 4 comenzaria asi:
54555544 ., ..

a causa de Jos valores sucesivos de los digitos subrayados.

Contintiese este proceso y piénsese sobre cl resultado. 4 es un decimal
infinito, y no es ninguno de los decimales de la lista porque difiere de
¢ada miembro de la misma. Luego no esta de ningn modo en la lista.

No hay nada especial acerca de nuestra regla de escoger 4 & 5, Cual-
quier regla funcionaria en tanto que garantizase que 4 es diferente de
cada miembro de la lista y que 4 no es igual a O ni termina en una infi-
nidad de nueves, puesto que ambas elecciones estan prohibidas, (Usamos
solamente reales positivos en nuestra lista, y anteriormente en este cuaderno
especificamos que aquellos decimales que terminaban en una sucesién inde-
finida de nueves no eran aceptables.) Otro sistema perfectamente aceptable
seria el de trabajar con los niimeros 1 y 7, en lugar de con 4 y 5. Ensaye
el lector sus propias reglas escogiendo su propio par de niimeros.

Esta demostracién ha sido llamada “prueba diagonal” porque vamos
recorriendo la diagonal de la tabla de izquierda a derecha para construir
A, digito tras digito, cambiando los digitos de esta diagonal.

:Qué es lo que ahora sabemos? Hemos visto, mediante una demostra-
cién convincente, que hay mis nameros reales que racionales. Los niimeros
naturales podian estirarse hasta contar los nGmeros racionales, pero no
pueden contar los nitmeros reales. El nimero cardinal de los reales, es decir,
el nimero que esté asociado con cada uno de los conjuntos que pueden
ponerse en correspondencia uno a uno con estos reales, se lama C. ;Es C
el maximo cardinal? No. Se puede mostrar que no hay ningn limite a la
cardinalidad de los conjuntos que pueden construirse, pero la prueba es
demasiado larga y complicada para que la demos aqui.

GRUPO DE EJERCICIOS 5

1. Supongamos que la correspondencia comenzd:

[ &.12345678 . ..
24> H111111E ...
3 <> 55544444 . ..
4 ¢ 55455555 . . .
5 ¢ 10000000 ...
6 & 01010101 ...
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¢Cual serfa la forma en que 4 comenzaria en sus seis primeros digitos
si siguiéramos la regla que primero dimos para construirlo?

2. Dado: 4 = 554544 .. ..
Proporciénense los primeros seis digitos decimales de seis decimales infi-
nitos diferentes en cual el primer miembro difiera de A solamente en su
primer digito, el segundo miembro dificra de 4 solamente en su segun-
do digito, y asi sucesivamente.

RESUMEN

El sistema de los nimeros reales se ha construido para remediar un
defecto: el caricter incompleto del sistema de los niimeros racionales; el
hecho de que haya razones de longitudes de segmentos que no pueden
evaluarse en términos de razones de nameros plenos,

Hemos representado a los niimeros reales por numerales decimales infi-
nitos, y hemos visto cudles de estos numerales corresponden a los niimeros
racionales como un subconjunto de los niimeros reales.

Las operaciones correspondientes a las operaciones aritméticas sobre
los nimeros racionales se han definido también para los nimeros reales,
y s¢ han dado métodos para hacer célculos, tan aproximados como se desee,
con los niimeros reales.

Finalmente, hemos visto que la extensiéon del sistema de los ndmeros
racionales al sisterna de los nimeros reales representa, clertamente, una
extension muy grande. En realidad, requiere un orden de infinitud com-
pletamente nuevo, un nuevo nimero cardinal infinito,

Para lectura posterior

Entre los varios libros interesantes que tratan del tema que aqui

presentamos, uno es Numbers: Ratjonal ang Irrational, de

Mortop Niven (“New Mathematical Library”, Vol. ueva ﬁ
y Toronto: Random House, 1961]). Este libro de 136 péiginas se
puede adquirir en cdiciones en tela o rGstica, en Random House,

Ine,, 501 Madison Avenue, Nueva York, Nueva York 10022,
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS

Grupo de ejercicios 1 {pag. 26)
1. a) 0999 5) -0.999
2. -0.202400 .. (0 -0.20135 ..., -0.20200 ..., etc.)

3 1000 ooy 42810 iy 01234 00 001234 .
1284 o 12345 . ¢
4. a) 021000 ... b) -1.13000... ¢) 2.135000 ...

Grupo de ejercicios 2 (pdg. 33}

1. a) 0.53846 &) 0135 ) 04857142 d) 0.307692

20 68 5 4115
99 %) 55 ) 13 4) 33333

3. 0.142857, 0.2857142857, 0.42857142857, 0.57142857, 0.7142857.
0.857142857

4. x =09, 10x = 99. Réstese 9x = 9, x = I.

2. a)

Grupo de ejercicios 3 {pdg. 39)

1. a) 1.732 (Pruébese a clevar al cuadrado 1.732 y 1.733.)  b) 2.449

2. 1.25 (Nétese que 1.25 x 1.25 x 1.25 = 1.953125;
1.26 x 1.26 x 1.26 = 2.000376.)

3. Los tipos de nfimeros nombrados en los ejercicios 3¢ y 3b no pueden

ser numeros racionales. Pero V2 X V2 = 2, luego los productos de
nimeros irracionales pueden ser ntimeros racionales,

Grupo de ejercicios 4 {pag. 48)
{. La senda circular ticne una longitud superior a las 444 yardas, ya que

100y/2 > 1414 y = > 3.14,

2. a) Leyes que no se satisfacen cuando no se sustituyen por “nimero
natural;
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cerradura para la sustraccién
cerradura para la divisién
identidad aditiva
inverso aditivo
inverso multiplicativo
densidad
complecién
b) Las mismas que en ¢l ejercicio 2a, excepto la de la identidad
aditiva,
¢) Las mismas que en el ejercicio 2b, excepto la del inverso aditivo.
d) Complecién.

Grupo de ejercicios 5 (pag. 58)

1. 554455 ...
2. Hay muchas respuestas correctas. He aqui una:

1> 454544 ...
2 ¢> 544544 . ..
3¢ 5555644 . ..
4 <> .554444 . ..
5¢>.554354 ...
6 < 554545 ...
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resolver problemas
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Dirigido a los maestros y estudiantes de mate-
maticas,

Es sumamente interesante porque, ademés del
agpecto nuevo que presenta de las matemaéticas,
su proceso de invencién, como ciencia experimen-
tal e inductiva, proporcionando no la solucién
estereotipada de los problemas, sino los procedi-
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tales y dispone los elementos el pensamiento de
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